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Chapter 1 

VECTORES 


Las n-uplas de números reales se denominan vectores y, generalmente, se sim¬ 
bolizan por letras mayúsculas. Así. 

A = (1,3,2) , B = (1, —1) , C = (x 1 ,x 2 ,x 3 ) 

son vectores. 

Dos vectores A y B se dice que son iguales si y sólo si sus correspondientes 
vectores son iguales. 


1.1 SUMA DE VECTORES 


La suma de dos vectores A y B se obtiene sumando las correspondientes com¬ 
ponentes de A y B. Así, si 


A = (ai, a 2 ,..., a n ) y B = (h,b 2 , b„) 

entonces 

A + B = (ai + b\, 02 + b 2l a n + b. n ) 
Example 1 Si A = (1, 3, 2) y B = (3, —2,1) entonces 

A + B = (1 + 3,3 - 2,2 + 1) = (4,1,3) 


1.2 PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN 
ESCALAR 

El producto de un vector A por un número c se obtiene multiplicando cada 
componente de A por el número c. Así, si 

A = (ai,a 2 , •••, a n ) 

entonces 

cA = (caí, ca 2 ,..., ca n ) 


5 
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Example 2 Si A = (1,-2,3) entonces 3A = (3, —6,9). 

1.3 PROPIEDADES 

Como las anteriores operaciones se realizan sobre las componentes de los vec¬ 
tores, estas operaciones tienen propiedades análogas a las que tienen los números 
reales. 

Si A, B, C son vectores y a, b son números, entonces 

1. A + B = B + A 

2. (A + B) + C = A+(B + C) 

3. El vector 0 = (0,0,..., 0) es tal que 0 + A = A + 0 = A. 

4. Dado cualquier vector A, existe el vector —A tal que 

A + (-A) = (—A) + A = 0 


5. 1A = A. 

6. ( ab ) A = a (bA) 

7. (a + b) A = a A + bA 

8. a (A + B) = aA + aB 

Las anteriores propiedades se demuestran fácilmente por cálculo directo. 
La sustracción entre dos vectores A y B se define por: 

A — B = A + (—B) 


así, 

(1,3,5) - (1,4,3) = (1 - 1,3 - 4,5 - 3) = (0, -1,2) 

1.4 PRESENTACION GRAFICA 

Si los vectores tienen dos componentes o tres, es muy conveniente representarlos 
mediante flechas o segmentos dirigidos en el plano cartersiano o en el espacio 
cartesiano, respectivamente. 

En general, para hallar la representación gráfica de un vector A = (x, y) en 
el plano cartesiano se procede así: Tomamos un punto cualquiera P\ de dicho 
plano, luego nos desplazamos horizontalmente x unidades (hacia la derecha si 
x es positivo y hacia la izquierda si x es negativo); y a continuación nos de¬ 
splazamos y unidades verticalmente (hacia arriba si y es positivo y hacia abajo 
si y es negativo). Llamemos P 2 al nuevo punto del plano así localizado. En¬ 
tonces la flecha que va desde P\ hasta P 2 es la representación gráfica del vector 
A (ver figura 1.1). 
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Para representar gráficamente vectores de tres componentes en el espacio se 
procede de manera similar al de los vectores de dos componentes en el plano. 

Debido a que el punto de partida P\ es arbitrario, un mismo vector puede 
estar representado por distintas flechas. 

Si como punto de partida se toma el origen de coordenadas, la representación 
gráfica del vector A se denomina también radio vector. 

Example 3 Todas las flechas de la figura 1.2. representan al vector (0,1), pero 
solamente una de ellas es un radio vector. 

En general, de todas las flechas que representan a un vector se prefiere tra¬ 
bajar con la flecha que parte del origen de coordenadas. 

Como consecuencia de lo anterior se obtienen las siguientes representaciones 
gráficas: 

La flecha —A se obtiene cambiando el sentido a la flecha A. Para obtener la 
flecha A + B se traza un paralelogramo y se unen las aristas opuestas como en 
la figura 1.3b. La flecha cA es paralela a la flecha A y su longitud es |c| veces la 
longitud de A; si c > 0 las flechas tienen el mismo sentido, y si c < 0 las flechas 
tienen sentido opuesto. 
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Example 4 Calcular gráficamente A — B, si A = (3, 2) y B = (2, 5). Los pasos 
se muestran en las tres siguientes figuras: 

1.5 PARALELISMO DE VECTORES 

Dos vectores son paralelos si uno de ellos es múltiplo del otro. Es decir: 

A paralelo a B si A = cB (o B = cA), donde c es un número. 

Es claro que según esta definición el vector cero es paralelo a cualquier vector 
(tomar A = 0 y c = 0). 

Si c > 0, A y B tienen el mismo sentido, si c < 0 tienen sentidos opuestos. 

Example 5 a) Los vectores A = (1,2,4) y B = (2,4,8) son paralelos pues 
B = 2A. b) Los vectores A = (1,2,4) y B = (1,—3,2) no son paralelos. 

1.6 LONGITUD DE UN VECTOR 

La longitud o módulo del vector A = (xi,X 2 , ...,x n ), simbolizado por |A|, es el 
número 

|A| = yjx\+x\ + ...+xl 

Geométricamente, el número |A| da la longitud de la flecha que representa 
gráficamente al vector A. Cuando un vector tiene módulo 1 se llama vector 
unitario. 

Los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) son unitarios; para simplificar en 
algunos casos los cálculos, y por ser muy utilizados, frecuentemente se simbolizan 
por i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k= (0,0,1). 

Example 6 a) El módulo del vector A = (4,3) es 

¡A¡ = \/4 2 + 3 2 = %/25 = 5 



b) El vector A = \ (4,3) 

A 5 


es unitario. 
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El módulo |A — B| da la distancia entre A y B. 

El módulo de un vector es una generalización del valor absoluto de un número 
y sus propiedades son análogas. 

Dados dos vectores A y B, y un número real c, se verifica: 

1. ¡A| > 0 

2. |A| = 0 si A = 0. 

3. |cA| = |c| |A| (donde |c| es el valor absoluto de c). 

4. |A + Bj < |A| + |B| (desigualdad triangular). 


1.7 PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 


A = (ai,a 2 ,..., a n ) 


y 


B = (b 1 ,b 2 ,-,b n ) 

simbolizado por A • B, es el número definido por 


A • B — ai6i + a 2 b 2 + ••• + o n b n 
Example 7 Si A = (1, 2,3) y B = (4, —1,3) entonces 
A • B = 1 - 4 + 2- (-1) + 3- 3 = 11 

El producto escalar tiene las siguientes propiedades, que pueden verificarse 
fácilmente teniendo en cuenta la definición: 

1. A B = B A 

2. A • (B + C) = (A • B) + (A ■ C) 

3. (cA) • B = c (A ■ B) = A • (cB) 

4. A • A = |A| 2 

El producto escalar es muy útil en el cálculo del ángulo determinado por dos 
vectores. 


1.8 ANGULO ENTRE DOS VECTORES 


Dados dos vectores A y B, aplicando el teorema de los cosenos a sus repre¬ 
sentaciones gráficas (ver Ejercicio 12), se demuestra que el ángulo 9 entre ambos 
vectores está dado poi¬ 


cos 9 = 


A B 

ÍAfÍBÍ 
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■i 



1.9 PERPENDICULARIDAD ENTRE VECTORES 


Cuando el ángulo entre dos vectores es — se dice que los vectores son perpendic¬ 
ulares (u ortogonales). De la fórmula que da el ángulo entre dos vectores, con 

7r 

0 = —, se ve que dos vectores A y B son perpendiculares si y sólo si A ■ B = 0. 


Example 8 a) Dados los vectores A = (3, — 6 , 9) y B = (1, —3,4), el ángulo 0 
entre los dos vectores se obtiene de 


eos 9 = 


A B 

|A| |B| 


3 + 18 + 36 
3VÜV26 


57 

6\/91 


0.99587 


de donde 0 = 5°12' medido en grados, b) Con A = (2,2) y B = (—1,1) se tiene 
A ■ B = 2 (—1) + 2-1 = 0 luego , A y B son vectores perpendiculares. 


1.10 PRODUCTO VECTORIAL 


El producto vectorial de dos vectores A = ( 01 , 02 + 3 ) yB = (bi,b 2 ,b 3 ) de R 3 , 
simbolizado por A x B. es el vector. 

A x B = (0263 — 0362 , ^361 — 0163 , ai &2 — « 2 ^ 1 ) 

con la notación 

A = aií + 02 Í + 03fc 
B = bii + b 2 j + b 3 k 


se tiene 


A x B = 


i j k 

a 1 a 2 a 3 

b\ b 2 63 


= ( a 2 b 3 - a 3 b 2 ) i - ( a\b 3 - a 3 b 3 ) j + (ai 6 2 


a 2 b 3 ) k 


El vector A x B es perpendicular al vector A y al vector B. 
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Example 9 Si A = (1, 3, 2) y B = (2,1,4) 

1 j k 

A x B = 13 2 = (3.4 — 1.2) i — (1.4 — 2.2) j + (1.1 — 2.3) k 

2 1 4 

simplificando 

AxB = 102 — 5 k 

Algunas propiedades del producto vectorial son: 

1. A x B = — (B x A) (el producto vectorial es autoconmutativo). 

2. (rA) x B =r(A x B) donde r es un número real. 

3. Ax(B + C)=AxB + AxC (propiedad distributiva). 

Los vectores unitario i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1) satisfacen las 
siguientes relaciones, que pueden verificarse por cálculo directo: 

ixi=jxj=kxk= 0 

* x j = k , jxk = i , kxi = j 

1.10.1 Significado geométrico de A x B 

El módulo del vector A x B es el área del paralelogramo de lados A y B (ver 
Ejercicio 20). 

Example 10 Del ejemplo anterior, con A = (1, 3,2) y B = (2,1,4) se tiene 

A x B = 102 — 5 k 

Por tanto, el área del paralelogramo de lados A y B es 

Area = |A x B| = VTOCT+25 = VÜ2Á = 5^ 
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Fig. 1.7 


1.11 EJERCICIOS RESUELTOS 

VECTORES 

Las operaciones básicas con los vectores son esencialmente las que realizamos 
con los números reales, simplemente cuidando de operar componente a compo¬ 
nente. 


1. Si A = (4, —1) y B = (2,3), calcular a) A — 3B, b) — ^A + 2B. 

Solución. 

a) A - 3B = (4, -1) - 3 (2,3) = (4, -1) - (6,9) = (4 - 6, -1-9) = 
(-2,-10) 

b) - * A + 2B = -1 (4, -1) + 2 (2, 3) = (-2, 0 + (4, 6) = ( 2 , y) 

2. Si A = (4, —1) y B = (3, 2), calcular gráficamente a) A + B, b) A — 2B. 
Solución. Antes de nada trazamos las flechas o radios vectores que repre¬ 
sentan a los vectores A y B. 

a) Uniendo el origen con el vértice opuesto del paralelogramo determinado 
por A y B, obtenemos el radio vector que representa a A + B. 

b) Primero duplicamos el tamaño de B, 2B; y luego le cambiamos el sen¬ 
tido, —2B. Como en la parte a) calculamos gráficamente A + (—2B) = 
A — (2B). 

Del gráfico leemos A + B = (7,1) del gráfio leemos A — 2B = (—2, —5). 

3. Si A = (1,4, 2) y B = (2, —6,0), determinar un vector X que satisfaga la 
ecuación 

A — X = 2(B — X) + A 


Solución. Procedemos empleando las propiedades algebraicas de los vec- 
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tores: 

A — X = 2(B — X) + A 
A — X = 2B — 2X + A 

A + X = 2B + A 


(ecuación dada) 

(propiedad distributiva) 
(sumando 2X a cada miembro) 


X = 2B 


(Sumando — A a cada miembro) 


Luego, X = 2B = 2 (2, -6,0) = (3,-12,0) 

4. Si A = (1,3,4) y B = (—1,0,5), calcular la longitud o modulo de a) 
A + B, b) ^A — 2B. 

Solución. 

a) Como A + B = (1, 3,4) + (—1, 0, 5) = (0, 3,9), entonces 


|A + B| = VO 2 + 3 2 + 9 2 = 3\/l0 
b) Como l -A - 2B = \ (1, 3, 4 ) - 2 (-1,0, 5) = (J, | 


entonces 


1 

2 


A- 


2B 



n/290 

2 


5. Calcular la distancia entre los puntos A y B dados, a) A = (1,-2), 
B = (4,3) , b) A = (1,2,1) y B = (2, —1,3). 

Solución. La longitud o módulo del vector que va desde el punto A hasta 
el punto B da la distancia d entre estos dos puntos; por tanto 


d 


|B — A| = |(4,3) — (1, —2)| = |(3,5)| 
\/3 2 + 5 2 = VM 
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b) Procediendo como antes 

d = |B — A| = |(2, —1, ,3) — (1,2,1)| = |(1, —3,2)| 

= Vi + 9 + 4 = Vli 

PARALELISMO 

Simplemente tener en cuenta que dos vectores son paralelos si uno es 
múltiplo del otro. 

6. Determinar el valor de a para que el vector (2, a) sea paralelo al vector 
(-4,6). 

Solución. Se debe cumplir (—4,6) = c(2, a) (condición de paralelismo). 
Igualando componentes: 

-4 = 2c 


de donde 


por tanto 


6 = ac 


c= -2 


7. Mostrar que si A V entonces el vector —— es un vector unitario, paralelo 


y del mismo sentido que A. 
Solución. Como 

I A I 


¿ A= ¿i |A| = 1 


el vector dado es unitario. 

A 

Por otra parte, —— es múltiplo de A pues A = | A| 


; esto y el hecho 


de ser |A| > 0 dicen que el vector —— es paralelo y del mismo sentido que 


8. Si A = (1,1, —1), encontrar un vector unitario paralelo a A y a) del mismo 
sentido, b) de sentido opuesto. 

Solución, a) Como |A| = V3, entonces por el anterior ejercicio, el vector 

— = — (1 1 - 1 ) = (— — —^ 

|A| V3 1 ’’ j KVs’Vs’Vs) 

es unitario, paralelo a A y del mismo sentido. 

A 

b) Multiplicando por -1 al vector j-^-j le cambiamos el sentido, y por tanto 
obtenemos un vector unitario paralelo y de sentido opuesto a A. Es decir 

_— = f — — 
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es el vector pedido. 

PRODUCTO ESCALAR Y ORTOGONALIDAD 

Entre otras cosas, el producto escalar permite proyectar un vector sobre 
otro y determinar si dos vectores son o no ortogonales. 

9. Calcular A B y (2A — B) • B si a) A = (1,-4), B = (3,5), b) A = 
(1,-,1,2), B = (2,0,3). 

Solución, 
a) Por una parte 

A • B = (1, -4) • (3,5) = 1 • 3 + (-4) • 5 = -17. 

Por otro lado como 

2A - B = 2 (1, -4) - (3,5) = (-1, -13), 

se tiene 


(2A — B) • B = (-1,-13) • (3,5) = —1 • 3 — 13 • 5 


= -68 


b) Procediendo como antes 

A B = (1,-1, 2) • (2,0,3) = 1 • 2 + (-1) • 0 + 2- 3 


por otro lado 

(2A — B) • B = [2 (1,-1, 2) - (2,0,3)] • (2,0,3) 


= (0,-2,1)-(2,0,3) =3 

10. Encontrar todos los vectores del plano, ortogonales a A = (4, —2). 
Solución. Si B = (a, b) es ortogonal al vector A = (4,-2), entonces 
A • B = 0, entonces 4a — 2b = 0 ordenando b = 2a. Por tanto B = 
(a, 2a) = a (1,2) donde a es un número real. Lo que quiere decir que los 
vectore ortogonales a A son múltiplos (paralelos) del vector (1,2). 

11. Mostrar que A ■ A = |A|" 

Solución. Consideremos, en general, un vector 

A = {xi,x 2 , • • • ,x n ), 

entonces por un lado 

A-A = (xi,x 2 , ■ • • ,x n ) ■ {xi,x 2 , ■ ■ ■ ,x n ) 

= x\ + x\ H- + 
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y por otro 

|A| = \]x\ + x\ + • • • + x 2 n 

¡A| 2 = x\+x\a - lx 2 n 

por tanto 

A ■ A = x 2 + x\ A -+ x 2 n = \ A¡ 2 


12. Mostrar que si 9 es el ángulo entre los vectores A y B (de R 2 o i? 3 ), 
entonces 


cosí? = 


A B 

|A¡ |B| 


Solución. Los vectores A, B y A B forman un triángulo tal como el del 
diagrama adjunto. Entonces, por el teorema de los cosenos 


|A - B| 2 = ¡A| 2 + |B| 2 - 2 |A| |B| eos 9 


(A — B) • (A — B) = A ■ A + B • B - 2 |A¡ |B| cos9(porserA ■ A = |A| 2 ). 

A ■ A - 2A • B + B • B = A ■ A + B • B - 2 |A| |B| cosé» 
de donde 


13. Mostrar que la componente de un vector A en la dirección de otro vector 
B esta dado por 


CompB A = A ■ 


B 

]BÍ 


Solución. Para mayor claridad, sea d la componente de A en la dirección 
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Signo + 



Signo - 



(ProyBA) 
Fig. 13 


B 


>x 


Fig. 14 
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entonces 


y por tanto 


CompB A 


B 15 ( 5 ’ 2 ’ 14 ) 


A '^| =(1,3,_1) '¿ (5 ’ 2 ’ 14) 

1 

_ 15 


15. Dados A = (1,1,4) y B = (3,0,4) calcular a) la componente de A en la 
dirección de B, CompB A, b) la componente de B en la dirección de A, 
CompeB. 

g 

Solución, a) Como Come A = A ■ -—-, calculamos 

l B l 

|B| = V9 + 0 + 16 = 5 


entonces 

1 19 

CompB A = (1,1,4) • - (3,0,4) = — 

b) Para el cálculo de la componente de B en la dirección de A, tenemos 


|A| = Vi + 1 + 16 = 3V2, 
Comp A B = B • A = (3) 0) 4 ) • - 1 = ( 1 , 1 , 4) 


19 

3V2 


16. Los cosenos de los ángulos a, b, c que forma el vector A con los vectores 
unitarios i,j, k respectivamente, se llaman cosenos directores de A. Hallar 
los cosenos directores de A = (6, 3, —2). 

Solución. Teniendo en cuenta la fórmula que da el ángulo entre dos vec¬ 
tores obtenemos 


eos a = 


A • i 

|A| |í| 


eos b = 


A-j 

|A| |j| 


eos c = 


A-fe 


|A| 


k 


(6,3,-2)- (1,0,0) _ 6 
V49Vl 7 

(6,3,-2)-(0,1,0) _ 3 
V49VT 7 

( 6 , 3 ,- 2 )-( 0 , 0 , 1 ) _ -2 

VJdVl 7 


Notemos que —— = (eos a, eos b, eos c). Esto dice que los cosenos directores 

A 

A 

de A son las componentes del vector unitario . 

PRODUCTO VECTORIAL 

Este producto permite encontrar un vector ortogonal a dos vectores dados. 
También se emplea para clacular areas de triángulos, de paralelogramos y 
volúmenes de paralelepípedos, ademas de tener otras aplicaciones. 
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17. Con A = (1,0,2), B = (—3,4,1) calcular a) A x B, b) B x A. 

Solución, a) 

i j k 

A x B = 10 2 =(0-8)í-(l + 6)j+(4,0)jfe 

-3 4 1 

= — 8 í — 7j + 4fc = (— 8 , —7,4) 
b) Procediendo como antes 

i j k 

B x A = -3 4 1 = (8 — 0) í — (—6 — 1) j + (0 — 4) fc 

1 0 2 

= ( 8 , 7,-4) 

El mismo resultado obtenemos a partir de a) recordando que B x A = 

- (A x B) 

18. Mostrar que el vector A x B es perpendicular a) el vector A, b) al vector 

B. 

Solución. Vamos a mostrar que el producto escalar de A x B tanto como 
A como con B es cero. Con A = (ai, a2, «3) yB = (61,62, 63) tenemos 

i j k 

A x B = ai a 2 a 3 = (a 2 b 3 - a 3 b 2 , a 3 b 3 - ai& 3 , a 3 b 2 - a 2 í>i) 
b\ b 2 b 3 

a) Como 

(A x B) ■ A = (a 2 & 3 - a 3 6 2 ,a 3 &i - ai6 3 ,aifc 2 - a 2 &i) • (ai,a 2 ,a 3 ) 

= a 3 a 2 b 3 — a\a 3 b 2 + a 3 a 2 b\ - a 3 a 2 b 3 + a\a 3 b 2 — a 2 a 3 b\ 

= 0 (simplificando). 

Por tanto, A x B es perpendicular a B. 

19. Mostrar que |A x B| = |A¡ |B| siné?, 0 < 9 < ir. 

Solución. Cuando se tiene módulo conviene trabajar con su cuadrado y 
en términos del producto escalar. Con A = ( 01 , 02 , 03 ) y B = ( 61 , 62 , 63 ) 
tenemos: Por una parte 

¡A x B | 2 = (a 2 b 3 - a 3 b 2 , a 3 bi - 0163, aib 2 - o 2 &i) • ( a 2 b 3 - a 3 b 2 l a 3 bi - 0163, ai6 2 - a 2 6i) 

— a 2 6^ a 2 6 2 -\- CLr , b ^ V 0^63 d~ ^3^1 V ^3^2 — 2aia 2 6i& 2 — 2010361 — 0163 

— 2 a 2 a 3 b 2 b 3 
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Fig. 15 ^ x F¡ 9- 16 


Por otra parte 

|A| 2 |B| 2 sin 2 9 = |A| 2 |B| 2 (l-cos 2 #) 

= |A| 2 |B| 2 — |A| 2 |B| 2 eos 2 6> 

= |A| 2 |B| 2 - (A ■ B) 2 

desarrollando y simplificando tenemos 

|A| | B |' — (A ■ B) = (aj + a 2 + a 2 ) (6j + b\ + & 2 ) — (fti&i + a 2 b -2 + 03 ^ 3 ) 
= af& 2 + a 2 6 2 + a 2 b\ + a\b1 + a\b\ + a\b\ — 2 aia 2 bib 2 
-2aia 3 6i& 3 - 2a 2 a 3 6 2 &3 

Combinando (1), (2) y (3) tenemos finalmente, 

|A x B| 2 = ¡A| 2 |B| 2 sin 2 9 

= |A| |B| sin0 con 0 < 9 < tt 

El valor de 9 esta restringido entre 0 y tt porque el segundo miembro debe 
ser no negativo, como el primer miembro. 

20. Mostrar que |A x B| da el área del paralelogramo de lados A y B. 

Solución. Es sabido que el área del paralelogramo de lados A y B es el 
producto de la base por la altura. En este caso: 

Area = |A| h. 


Por otra parte, el diagrama se obtiene 



|B|siné» 


reemplazando, 


Area = |A| h = ¡A| |B| sin# = |A x B| 
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21. Calcular el área del paralelogramo de lados a) A = (1,4,—1) y B = 
(1,0,3), b) A = (2,5) y B = (5,1). 

Solución, a) Como 

i j k 

A x B = 1 4 -1 = (12, —4, —4) 

1 0 3 

entonces: 

Area = |A x B| = |(12, —4, —4)| = = 4\/ñ 

b) Los vectores (2, 5) y (5,1) están en el plano, pero los podemos considerar 
como vectores en el espacio escribiendo (2,5) = (2, 5, 0), (5,1) = (5,1, 0). 
Como 

i j k 

AxB= 2 5 0 =(0,0,-23) 

5 1 0 

entonces 

|A x B| = 23 

Por tanto el área del paralelogramo es igual a |A x B| = 23. 

22. Calcular el área del triangulo de vértices P = (1,1,—1), Q = (3,2,1), 
R= (1,3,5). 

Solución. Notemos que el área del triángulo dado es igual a la mitad del 
área del paralelogramo de lado Q — PyR-P (ver el diagrama). Como 

Q — P = (3,2,1) — (1,1,1) = (2,1, 2) 



PROBLEMAS VARIOS. 

23. Si ¡A| = 3 y el ángulo entre A y B es 45°, cual debe ser el valor de |B| 
para que A — B sea perpendicular a A. 
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A M B 

Fig. 20 Fig. 21 


Solución. Como el vector A — B 1ra de ser perpendicular a A, entonces 
(A — B) • A = 0=>A-A-B-A = 0 


¡Al 2 = B • A => I Al 2 = I Al IB | cos45° 


de donde 


I B | = 


eos 45° 1 /y 7 2 


= 3%/2 


24. Sean A = (1,5), B = (1,1) y C = (—1,3), expresar el vector A como 
combinación lineal de los vectores B y C, es decir en la forma 

A = a;B + yC 

Solución. Debemos determinar los números x, y de modo que se cumpla 

A = a;B + yC 

reemplazando 

(1, 5) = x (1,1) + y (-1,3) = (x - y, x + 3 y) 
igualando componentes 

1 = x - y 

5 = x + 3y 

de donde, resolviendo el sistema, obtenemos 

x = 2 

V = 1 


por tanto 


A = 2B + C 
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25. Expresar el vector A = (1, 2,1) como la suma de un vector M paralelo a 
B = (1,4, —1) y de otro N perpendicular a B. 

Solución. Antes que nada hagamos un diagrama de la situación (Fig. 
##). Como se ve, el vector A es la suma de M y N, M es paralelo a B 
y N perpendicular a B. Determinemos M y N. 

Por una parte, 


M = xB (1) (M paralelo a B) 
N = A — M (2) (del diagrama) 


por otra 

B • N = 0 (3) (B perpendcular a N) 

reemplazando (1) y (2) en (3) tenemos 

B • (A - M) = B • (A - xB) = 0, 


de donde 


como 


x = 


A B 
B B 


A-B = (1,2,1) - (1,4,-1) = 8 


B B = l 2 +4 2 + (-1) 2 = 18 


reemplazando 

8 4 

2 ~ 18 ~ 9 


entonces 


M = a:B = g (1,4,-1) = 


4 16 -4 

9’ ¥’ ir 


N = A-M = (1,2,1) 


(4 16 —4\ 
\ 9 ’ 


í 5 2 131 
\9’ 9’ ~9 J 


Notemos, finalmente, que el vector A se ha descompuesto en la suma de 
un vector M paralelo a B y de otro N perpendicular a B: 


A = M + N 


/4 16 —4\ 

\9’ ¥’ 1rj 


/5 2 13\ 

\9’ 9 ’~9 J 


26. Mostrar que la recta que une el vértice de un triangulo isósceles con el 
punto medio de su base es perpendicular a la base. 

Solución. Antes de nada introducimos notación vectorial a un triangulo 
isósceles tal como el de la figura. 


Es suficiente mostrar que el vector M = B — A (que une el punto medio 
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Fi 9- 22 Fig. 23 


de la base con el vértice opuesto) es perpendicular al vector A. 
Por una parte 


H =a b ^ a a (i) 

Por otra parte, 

|B| = |B — A| (por ser triángulo isósceles) 

|B| 2 = |B — A| 2 

es decir 

B • B = (B — A) • (B — A) = B • B — 2A B + A A 


A • M = A B 


y simplificando 

A A = 2A B (2) 
reemplazando (2) en (1) se tiene 

A ■ M = A • B — -2A ■ B = 0 

2 

lo que quiere decir que los vectores A y M son perpendiculares. 

27. Mostrar que A x B = 0 si y solo si A y B son paralelos. 

Solución. Primeramente mostraremos que si A x B = 0 entonces A y B 
son paralelos. 

Supongamos que A x B = 0. En caso de que A = 0 o B = 0, entonces 
obviamente A y B son paralelos. En caso de que A ^ 0 y B 0, entonces 
como 


0 = AxB4-0=|AxB| = |A| | B | sin# con 0 < 9 < tt 
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B 


A+B 

A-B 


Fig. 24 



Fig. 25 


4 


P 

Q 


r 


0 


R N B 

Fig. 26 


y por ser 

A / 0 y B ^ 0, sind = O+>0 = Oó$ = 7r 

Que el ángulo 9 entre A y B sea 0 ó tt significa precisamente que A y B 
son parlelos. 

Para acabar mostraremos que si A y B son paralelos entonces A x B = 0. 
Supongamos que A y B son paralelos. Entonces B = cA y 

A x B = A x (cA) = c (A x A) = 0 

por propiedad de producto vector. 

28. Mostrar que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares. 

Solución. Consideremos un cuadrado cuyos lados son los vectores A y B 
(ver figura ##). Entonces las diagonales del cuadrado son los vectores 

A B y A + B. 

Como 


(A-B) (A + B) = AA — B,A + AB,B BB 

= |A| 2 - |B| 2 = 0 

(por ser: lado del cuadrado = |A| = |B|). 

Por tanto, A — B y A + B son perpendiculares. 

29. Dado el paralelogramo de vértices A, B, C, D con P y Q puntos medios 
de los lados BC y CD respectivamente. Mostrar que AP y AQ trisectan 
la diagonal BD en los puntos E y F. 

Solución. Previamente realizamos un diagrama (figura), donde para mayor 
claridad se designa por M al vector AB y por N al vector BC. 

Por una parte: AE = xAC (por ser AE y AC paralelos) 

AE = x (M + N) (pues AC = M + N) (1) 
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Por otra parte: 

AE = AP + PE (suma de vectores) 

AE = AP + yPD (por ser PE paralelo a PD) 

AE = 1m + í/ (n-1m) (2) 

por ser 

AP = M y por ser PD = N-M 

2 J 2 

Igualando (1) y (2) tenemos 


x (M + N) 


2 M + y 



zM + xN = + yN - |m 


de donde 

(a - \ + f) M = 0-z)N 

como M y N son no paralelos 



y — x = 0 


y resolviendo el sistema obtenemos 

x = 

V = 


1 

3 

1 

3 


Por tanto AE = xAC = | AC , dice que AE es la tercera parte de AC. 
Similarmente se muestra que FC es la tercera parte de AC. Lo que final¬ 
mente dice que DP y DQ trisectan la diagonal AC. 


30. Mostrar que las medidas de un triangulo se cortan en un punto a un tercio 
de cada mediana. 

Solución. Siguiendo el diagrama, trazamos las medianas de los lados AC 
yBC. 

Por un lado 


AO = xAQ 
AO = x (M + CQ) 


pero 


CQ = i (N - M) 
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entonces 


AO = x 


(m+^(N 



|(M + N) (1) 


Por otro lado 


AO = AP + PO 
AO = ^M + y(PB) 


pues PO paralelo a PB. 


AO 


-M + y 



( 2 ) 


pues 


Igualando (1) y (2) 


PB = N-M 

2 


1 . 


1 . 


-(M + N) = -M + y N--M 




como M y N son no paralelos, entonces 


resolviendo el sistema 


x _ 1 y 
2 2 + 2 


x 



0 

0 


x = 

y = 


2 

3 

1 

3 


Entonces AO = | AQ, PO = \PB. 

Lo que dice que PO es la tercera parte de la mediana PB-, y también que 
OQ es la tercera parte de la mediana AQ. 

Hasta ahora tenemos que: Dos medianas de un triangulo se cortan en un 
punto (obvio) a un tercio de cada mediana (ya demostrado). De lo que se 
sigue que la tercera mediana debe pasar por el mismo punto de intersección 
de las otras dos medianas ubicado a un tercrio de dicha mediana. Por 
tanto, las tres medianas del triangulo se cortan a un tercio de cada median. 
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1.12 EJERCICIOS PROPUESTOS 

VECTORES 

Sean A = (1,-2), B = (—1,3) y C = (0,4); calcular y realizar la repre¬ 
sentación gráfica : 

1. A + B. 

2. A-B + C. 

3. —3B. 

4. 4A-3B. 

5. A + 2B-3C. 

6. 4 (A + B) -5C. 

7. 1(A-B) + ÍC. 

8. Si A = (3,0,4) y B = (2, —1, —3), calcular la longitud o módulo de a) A, 
b) A + B, c) 3A-|Byd) ^ + 1,. 

9. Calcular la distancia entre los siguientes pares de puntos a) (1,1) y (2, —2) 
b) (3,8) y (8,3) ,c) (1,-1,8) y (1,2,3). 

PARALELISMO 

10. Indicar cuáles de los siguientes pares de vectores son paralelos y en tal 
caso, si tienen el mismo sentido, a) (1,1) y (2,2); b) (2,4) y (4,2); c) 
(5,7,3) y (-15,-21,-9). 

11. Si A = (1,2,3) y B = (3,1,2), hallar un vector unitario C paralelo al 
vector a) A + B; b) 2A — B; c) —A + 3B. 

PRODUCTO ESCALAR Y ORTOGONALIDAD 

12. Sean U = (3,0,5), V = (2,-1,-3), P 0 = (1,-2,1), P 1 = (2,3,-1), 
calcular: a) U • V; b) U • (Pi - P 0 ); c) V • V; d) (U + V) • (P„ - Pi); e) 
(U + V)- (U-V); f) |U- V| 2 . 

13. Determinar todos los pares ortogonales entre los vectores A = (4,1,-3), 
B = (1,2,2), C = (1,2,-2), D = (2,1,2) y E = (2,-2,-1). 

14. Hallar todos los vectores de R 2 de la misma longitud de A y que son 
ortogonales a A, siendo: a) A = (1,2); b) A = (2, —1); c) A = (—2,8); 
d) A = (3,5). 

15. Encontrar un vector X, distinto de cero, que sea ortogonal a (1,5,—1). 
¿Es X único? 
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16. Calcular la componente de A en la dirección de B, siendo: a) A = (3, 8), 
B = (2,0); b) A = (5, -8), B = (1,1); c) A = (1, 2, -3), B = (1,0,1); d) 
A = (1,1,1), B = (1,2, —3). 

17. Mostrar que el ángulo que forman A = (1, 2,1) y B = (2,1, —1) es el doble 
del que forman C = (1,4,1) y D = (2, 5,5). 

18. Determinar el ángulo interior más pequeño del triángulo cuyos vértices 
son los puntos (2, —1,1), (1, —3, —5) y (3, —4, —4). 

19. Hallar dos vectores no paralelos, ortogonales a (1, 2, —2) y módulo igual a 
9. 

20. Hallar dos vectores de módulo 1 , perpendiculares entre sí y perpendicu¬ 
lares, cada uno, al vector (3,0,4). 

PRODUCTO VECTORIAL 

21. Sean A = (1, 2, —3), B = (1, —1, 0)yC = (—1, —2,1); calcular: a) A x B; 
b) B x A, c) A x A; d) A x (B x C) ;e) (A + B) x (A - B) 

22. Tres vértices de un paralelogramo son los puntos A = (1,0,1), B = 
(—1,1,1) y C = (2,—1,2); hallar todos los puntos que pueden ser el 
cuarto vértice del paralelogramo. 

23. Calcular el área del paralelogramo de lados a) (5,3) y (3, 7); b) (a, 0, 0) y 
(0, 6, c). 

24. Calcular el área del triángulo de vértices: a) (0,0), (1,0) y (3,8); b) 
(-2,1,3), (3,0,6) y (4,5,-1) ; c) (a, 0,0), (0,6,0) y (0,0, c). 

PROBLEMAS VARIOS 

25. Si las diagnonales de un paralelogramo son los vértices (—1,1) y (5,1), 
hallar los lados del paralelogramo. 

26. Si las diagonales de un paralelogramo son los vértices A y B, expresar los 
lados del paralelogramo en términos de A y B. 

27. Si A = (2, —1,1) y B = (3, —4, —4), hallar un punto C tal que A, B y C 
sean los vértices de un triángulo rectángulo. 

28. Encontrar el ángulo que forman las diagonales de un cubo. 

29. Mostrar que si los vértices A y B en el plano no son paralelos, entonces 
la igualdad 

xA + yB = 0 

implica x = y = 0. 

30. Mostrar que si los vectores A y B en el plano no son paralelos, entonces 
la igualdad 

aq A + yiB = aqA + y 2 B 
implica x\ = x 2 , yi — yi- 
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31. Sean A, B, C y D los vértices de un cuadrilátero y P, Q, R y S los 
puntos medios de cada lado respectivamente, mostrar que: a) PQRS es 
un paralelogramo; b) el perímetro de PQRS es igual a la suma de las 
longitudes de las diagonales de ABCD. 

32. Mostrar que las diagonales de un paralelogramo se bisectan. 

33. Mostrar que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entre si. 

34. Mostrar que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si. 

35. Mostrar que el triángulo cuyos vértices están en los extremos de un diámetro 
de una circunferencia y sobre la circunferencia es triángulo rectángulo. 

36. Mostrar que el vector que une los puntos medios de los lados de un trián¬ 
gulo es paralelo al tercer lado y tiene la mitad de su longitud. 

37. Mostrar que el punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo 
es equidistante a los tres vértices. 

38. Si ABCD es un paralelogramo, mostrar que AB + BC 2 + CD~ + DA 2 = 
AC 2 +SD 2 . 
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Chapter 2 

GEOMETRIA 
ANALITICA SOLIDA 

2.1 LA RECTA 

La recta que pasa por el punto Pq y tiene la dirección del vector V es el conjunto 
de puntos X que se expresan como 


X = P 0 + tV (2.1) 

t número real. El vector V se llama vector direccional de la recta. 

Considerando X = ( x,y,z ) y Pq = (xq, yo, Zq) y V = (a, b, c) e igualando 
componentes en (1) se obtiene la ecuación cartesiana de la recta: 

x = Xq + at 
y = Vo + bt 

Z = Zo + Ct 
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Example 11 Determinar la ecuación de la recta que pasa por los puntos Pq = 
(1,1,1) y P\ = (3, —2, 2). Un vector direccional de la recta es 

V = Pí-Pq = (3,-2,2) -(1,1,1) 

V = (2,-3,1) 

Como la recta pasa por el punto Pq = (1,1,1), su ecuación es 
X = P 0 + íV = (1,1,1) + t (2, -3,1) 

O, considerando X = ( x , y, z ) e igualando componentes, 
x = 1 + 2t 

y = 1 — 3í (2) (forma cartesiana) 
z = 1 + t 


Teniendo en cuenta que la componente de un vector en la dirección de otro 
se puede calcular mediante el producto escalar, se deduce que la distancia d de 
un punto P\ a la recta X = P 0 + tV está dada por 


d = 


(Pi 


Po) 


(Pi-Po)-V v 

|V | 2 


Dadas las rectas X = P 0 + íV y X = P\ + tU, el ángulo 9 entre ambas es el 
ángulo que forman sus respectivos vectores direccionales, es decir: 


eos 9 = 


U V 


( 2 . 2 ) 


2.1.1 Distancia entre dos rectas no paralelas 

X = P 0 + tU 


y 


x = Pi + íV 


es, por definición, el valor mínimo de las distancias de las distancias entre puntos 
de cada una de las rectas. Se puede demostrar que la distancia d entre ambas 
rectas es 


d = 



P) UxV 
o) |U x V| 


(2.3) 


Example 12 Dadas las rectas no paralelas 


X = P 0 +tU= (1,0,2)+i (2,-1,0) 
X = P\ +tV = (2,1,1) + í (0, 2, 2) 

punto P 2 = (1, —2, 3); calcular 

a) La distancia del punto P 2 a la recta X = Pq + íU. 
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b) La distancia entre las dos rectas. 

c) El ángulo entre las dos rectas. 
Solución. 

a) Calculando 


P 2 -P 0 = (1,-1,3) -(1,0,2) = (0,-1,1) 


(P 2 - P 0 ) • U 


( 0 , — 1 , 1 ) • ( 2 , — 1 , 0 ) = 1 


|U| = U-U = ( 2,-1,0) • (2,-1,0) = 5 


entonces 

Entonces la distancia del punto a la recta es 




d 


(P 2 - Pq) - 

( 0 ,- 1 , 1 ) - 


^- p f u u 

|U| 2 


(2 -1 


(—2 -4 \ 

(s’T’ 0 ) 

— 



3 


b) Calculando 


Pi ~ Pq = ( 2 , 1 , 1 ) — ( 1 , 0 , 2 ) = ( 1 , 1 , — 1 ) 


U x V 

|U x V| 


i j k 
2-10 
0 2 2 


—2i — 4j + 4k = (—2, —4,4) 


|(—2, —4,4)| = V4 + 16 + 16 = 6 


luego, la distancia entre las dos rectas es 


d 

d 


(Pi- 


P) UXV 
o) |U x V| 

-4-4) =1 


( 1 . 1 .- 1 ) 


1 

6 


(- 2 , 


-4,4) 


c) Los vectores U = (2,—1,0) y V = (0,2,2) son vectores direccionales de las 
dos rectas dadas, por tanto el ángulo 6 entre ambas se obtiene de 


U-V _ (2,-1,0)-(0,2, 2) 
|U| |V| v / 4+Tv / 4 + 4 

= - \= (— 2 ) =- y= 

2V1Ó \/Io 


de donde 


9 = 108°26' 
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2.2 EL PLANO 

El plano determinado por los vectores no paralelos U, V y que pasa por el punto 
Pq tiene por ecuación 

X = P 0 + sU + íV (2.4) 

con s, t números reales. 

Sea N un vector normal al plano, entonces si X es cualquier punto del plano, 
el vector X — P 0 , se encuentra sobre est 

plano y debe ser perpendicular a la normal N, es decir, la ecuación del plano 
es 

N ■ (X - P 0 ) = 0 (2.5) 

De cualquiera de las dos anteriores ecuaciones (3) y (4) del plano, haciendo 
X = (x, y , z), la ecuación del plano se reduce a la forma general 

ax + by + cz + d = 0 (2-6) 

se demuestra que el vector (a, b, c) es normal al plano. 

El fácil ver que dos planos son paralelos si sus normales lo son. 

Example 13 a) Determinar la ecuación del plano que pasa por los puntos Pq = 
(1,-1) 2), P\ = (2,1,1) y P -2 = (—1,2, 3). 

b) Hallar un vector normal N al plano del inciso a). 

c) Expresar la ecuación del plano en suf orma cartesiana ax + by + cz + d = 0. 
a) Los vectores 

U = Pi—P 0 = (2,1,1)-(1,-1, 2) = (1, 2,-1) 

V = P 2 — Po = (—1, 2,3) — (1, —1, 2) = (—2,3, 1) 

se encuentran sobre el plano. Como el plano pasa por Pq = (1,—1,2) su ecuación 
vectorial es 


X 


P 0 + sV + íU 

(1, —1) 2) + s (1,2, —1) + t (—2,3,1) 
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b) Puesto que los vectores U t/V están sobre el plano, un vector normal al plano 


es 


N = U x V = 


i j k 
12-1 
-2 3 1 


= 5í + j + 7fc= (5,1,7) 


c) Si X = ( x,y,z ) es un punto cualquiera del plano, el vector X — Pq se en¬ 
cuentra sobre el plano y debe ser, por tanto, perpendicular al vector normal N. 
Es decir 


N ■ (X — P 0 ) 
(5,1, 7) • ((x, y, z)- (1,-1,2)) 
5a; + y + 7z — 18 


O 

(5,1,7) • (a; — 1, y + 1 ,2 — 2) = O 
O 


Si N es un vector normal al plano que pasa por el punto Pq, la distancia d del 
punto P al plano está dado por 


d 


(P-Po)- 


N 

MvT 


((1,2,3) - (0,0,4)) - 


(3,-2,1) 

Víi 



(1,2,-1) -(3, 



2.3 CILINDROS Y SUPERFICIES CUADRI- 
CAS 

2.3.1 Cilindros 

Una ecuación de la forma / (x, y) = 0 determina una superficie en el espacio 
xyz. Su gráfica en el espacio se obtiene deslizando la curva / ( x , y) = 0 del 
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plano xy en forma continua y paralelamente al eje z -variable que no figura en 
la ecuación de la superficie - (Ver figura 2.6). 

Similarmente se obtienen las gráficas de superficies cilindricas paralelas a los 
otros ejes. 

Example 14 Graficar las superficies cilindricas a) y = x 2 y b) z = y 2 . 
Solución, a) La gráfica de y = x 2 en el plano xy es una parábola. Deslizando 
paralelamente al eje z se obtiene su gráfica (figura 2.7a). 

b) La gráfica de z = y 2 es una parábola en el plano yz. La gráfica de la superficie 
z = y 2 en el espacio se obtiene deslizando la parábola paralelamente al eje x 
(figura 2.7b). 

2.3.2 Superficies cuádricas 

La gráfica en el espacio de una ecuación polinomial de segundo grado se llama 
superficie cuádrica. Así por ejemplo, las gráficas de 

x 2 + y 2 + z 2 = 1 , x 2 - 2xy + y 2 - z 2 = 10 , y 2 - 2 2 = 4 


son superficies cuádricas. 
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Algunas superficies cuádricas ya conocidas son la esfera ( x 2 + y 2 + z 2 = R 2 ) 
y el cilindro ( x 2 + y 2 = R 2 ). Existen también otras que son particularmente 
importantes. 

Para graficar una superficie cuádrica es conveniente seguir ordenadamente 
los siguientes pasos: 

1. Encontrar las intersecciones de la superficie con los planos coordenados 
(llamadas trazas). 

2. Encontrar las intersecciones de la superficie con los ejes coordenados. 

3. Graficar algunas secciones planas de la superficie. 

Example 15 Graficar la superficie cuádrica 

x 2 + y 2 - 4 2 2 - 2x = 0. 

Procedemos siguiendo las recomendaciones generales dadas: 

1. Trazas. Haciendo z = 0 hallamos la intersección de la superficie con el plano 
xy: 


x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 x 2 + y 2 — 2x = 0 

=> 

z = 0 (x — l) 2 + y 2 = 1 (circunferencia) 

Haciendo y — 0 hallamos la intersección de la superficie con el plano xz: 

x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 x 2 — 2x — 4 z 2 = 0 

=> 

y = 0 (a: — l) 2 — 4 z 2 = 1 (hipérbola) 

Haciendo x = 0 hallamos la traza en el plano yz: 

x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 y 2 — 4 z 2 = 0 

=> 

x = 0 (y — 2 z) (y + 2z) = 0 (dos rectas ) 

2. Haciendo x = 0, y = 0 obtenemos la intersección de la superficie con el eje 
z: 

x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 

=> -4z 2 = 0 2 : = 0 

x = 0, y = 0 

con x = 0, z = 0 obtenemos la intersección con el eje y: 
x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 

=> y 2 = 0 y = 0 


x = 0, 2 = 0 



40 


CHAPTER 2. GEOMETRIA ANALITICA SOLIDA 



y haciendo y = 0, z = 0 tenemos la intersección con el eje x 


x 2 + y 2 — 4 z 2 — 2x = 0 

=> x 2 — 2x = 0 
y = 0, z = 0 x (x — 2) = 0 


5. Ahora averigüemos cómo es la superficie a diversas alturas del espacio, es 
decir; sobre los planos de la forma z = k (k constante). 


x 2 + y 2 — 2x = 4 k 2 => (x — l) 2 + y 2 


4fc 2 + 1 (circunferencia) 


Estos nos dice que si se corta la superficie con el plano z = k se obtiene la 
circunferencia: 


(x — l) 2 + y 2 = 4fc 2 + 1 


Además, observamos que a medida que el corte con el plano z = k se efectúa a 
mayor altura (k cada vez más grande), el radio de la circunferencia aumenta. 
Graficando cada una de las trazas, y teniendo en cuenta las intersecciones con 
los ejes coordenados; y considerando que las circunferencias en cada plano de 
corte son más grandes a mayor altura, hacia arriba o hacia abajo, se obtiene la 
gráfica de la figura 2.8. 
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2.3.3 Superficies cuádricas importantes 


Procediendo como en el ejemplo ## se obtienen las gráficas de superficies cuá¬ 
dricas importantes, gráficas que se muestran en las figuras que siguen: 



Elipsoide Paraboloide elíptico 



Hiperboloide de una hoja Hiperboloide de dos hojas 
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Cono Paraboloide hiperbólico 


Notemos que si intercambiamos los símbolos x, y, z en cualquiera de las 
anteriores ecuaciones, el tipo de la superficie no cambia. 

2.4 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFER¬ 
ICAS 

Muchas superficies cuyas ecuaciones cartesianas son relativamente complicadas, 
se describen de manera simple en otro sistema de coordenadas adecuadamente 
elegido. 

2.4.1 Coordenadas cilindricas 



A X Fig. 2.16 a x Fig. 2.17 

El punto (x, y, z ) del espacio se puede determinar también mediante las coorde¬ 
nadas (r, 9, z) donde 

x = r eos 9 , 0 < r 
y — r sin 9 , 0 < 9 <2n 


z = z 


(2.7) 




2.5. EJERCICIO RESUELTOS 


43 


En el espacio xyz las coordenadas cilindricas se interpretan así: 

r: es la longitud del radio vector proyección de (x, y, z) sobre el plano xy. 

9: es el ángulo que hay entre el eje x positivo y el radio vector r. 
z: cntinua siendo la altura del punto. 

Las ecuaciones dadas anteriormente permiten pasar del sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas al de coordenadas cilindricas. Para el proceso inverso se tiene 

r = sj x 2 + y 2 

9 = arctan ^ (2-8) 

z = z 

Example 16 La gráfica de x 2 +y 2 = z 2 es un cono. En coordenadas cilindricas, 
este mismo cono está representado simplemente por 

r = z 

2.4.2 Coordenadas Esféricas 

El punto (x, y, z) del espacio puede localizarse también por medio de las coor¬ 
denadas (p,<p,9). Las ecuaciones que relacionan ambos sistemas son: 

x = p sin (j) eos 9 

y = p sin <f) sin 9 (2.9) 

z = p COS (f> 

donde p > 0, 0 <, 0 < 7r, 0 < 9 < 2i r. 

En el espacio xyz las coordenadas esféricas admiten la siguiente interpretación: 
p: es la longitud del radio vector que va del origen al punto ( x,y,z ). 

< f> : es el ángulo medio entre el eje z positivo y el radio vector. 

9: como en coordenadas cilindricas es el ángulo medio sobre el plano xy 
entre el eje x positivo y la proyección del radio vector sobre el plano xy. 

Por cálculo directo se demuestra que p 2 = x 2 + y 2 + z 2 . 

Example 17 La gráfica de x 2 + y 2 + z 2 = R 2 es una esfera de radio R. Su 
ecuación en coordenadas esféricas es simplemente 


r = R 


2.5 EJERCICIO RESUELTOS 

2.5.1 La Recta 

Dos puntos o un punto y un vector (direccional) determina completamente a 
una recta. 

1. Hallar la ecuación vectorial y cartesiana, déla recta que pasa por el punto 
Po = (1, —1,2) con vector direccional V = (2,1,1). 
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Solución, como la recta pasa por P 0 = (1,—1,2) y su vector direccional 
es V = (2,1,1), su ecuación vectorial es 


X = P Q +tV = (1, —1,2) + i (2,1,1) 

Con X = ( x , y, z) e igualando componentes obtenemos la ecuación carte¬ 
siana de la recta 

(x,y,z) = (1,-1, 2) + ¿(2,1,1) 

x = 1 + 2 1 

y = -1 +t 

z — 2 + 1 

2. Hallar la ecuación de la recta que para por los puntos Pq = (1,2,3) y 

Pi = (-2,1 - 2). 



Solución. El vector P\ — P 0 , que va de Pq a?i, se encuentra sobre la recta 
y es, por tanto, un vector direccional de la recta. Calculando: 

V = P\ — Po = (—2,1,2) — (1,2,3) 

= (-3,-1,-1) 


Como para por Pq, la ecuación de la recta pedida es 


X = P 0 +tV = (1,2,3) + t (-3, -1, -1) 


x = 


y = 


o también: 


z 


1 — 3 1 

2 — t 
3 -t 
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3. Mostrar que la distancia del punto P\ a la recta X = P 0 + tV está dada 
por 


d = 


(Pi 


Po) 


^~ P ^ V V 

\v \ 2 


Solución. Para mayor claridad lo liaremos detalladamente. Teniendo en 
cuenta la figura ###, el vector P\ — P 0 va del punto Pq aPi, la proyección 
de este vector sobre la recta es igual a su proyección sobre el vector direc- 
cional V, es decir: Proyección sobre la recta (Pl — Po) • multiplicando 
por el vector unitario V se obtiene el vector proyección sobre la recta 


(Pi 


Po)- 


V V 

MM' 


Por tanto, la distancia del punto a la recta es: 


d = 


(Pi 


Po) 


(P^PoLXy 

¡vr 


4. Calcular la distancia del punto (1,2,1) a la recta 


X = (1,1,1) + í (2,1, —1). 


Solución. Con P 0 = (1, 2,1), P\ = (1,1,1) y V = (2,1, —1) y de acuerdo 
al ejercicio anterior tenemos 

Pi-Po = (1,2,1)-(1,1,1) 

= (0,1,0) 


{P 1 -P 0 )-V = (0,1,0)-(2,1,-1) 

= 1 

Ademas \V\ 2 = 2 2 + l 2 + (—l) 2 = 6. Por tanto 


d = 


(Pi - Po) - 


(Pi - Po) • V 

|P | 2 


V 


(0,1,0) -i (2,1,-1) 



5. Hallar la distancia del punto (—2,1,3) a la recta 

x = t ; y = 1 — t ; z = 2 + 3t 

Solución. Para poder aplicar la fórmula, previamente expresamos la ecuación 
de la recta en su forma vectorial. 

Como x = t ; y = 1 — t ; z = 2 + 3t 


X = (0,1,2) + f (1, —1,3) 
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entonces, por P 0 = (0,1, 2), V = (1, —1, 3) y P\ = (—2,1, 3), tenemos 


Pi-Po = (-2,1,3) - (0,1,2) = (-2,0,1) 


(Pi — Po )' V = (—2,0,1) • (1, —1,3) = 1 

|C| 2 = l 2 + (-lf + 3 2 = n 


De donde 
d = 




(- 2 , 0 , 1 )--( 1 ,- 1 , 3 ) 


= — V594 


6. Calcular la distancia del punto Po = (1,0,2) a la recta que pasa por los 
puntos Pi = (1, 2,1) y P 2 = (2, -1, 3). 

Solución. La recta que pasa por los puntos P\ y P 2 tiene como vector 
direccional a 


P 2 -P 1 = (2, -1,3) - (1, 2,1) = (1, -3, 2). 

Como, en particular, la recta pasa por Pi, la distancia de Pq a la recta es 


d = 


(P P) ( P i- P °)- V v 

(JWo) jif- V 


(0, 2,1) — (°’ 2 ’ ~' (^’ ~ 3 ’ 2 ) (1, —3, 2) 

l 2 + (—3) 2 + 2 2 


Simplificando 



7. Dadas las rectas X = (2, —1,3) + t (3, —4,1), X = (2,0,1) + t (5,2,0), 
calcular el ángulo entre las dos rectas. 

Solución. De las ecuciones dadas, los vectores U = (3, —4,1) y V = 
(5,2,0) son vectores direccionales de la primera y segunda recta dada 
respectivamente. Teniendo en cuenta que el ángulo entre dos rectas es el 
ángulo entre sus vectores direccionales, el ángulo 6 buscando obtenemos 
de 

U-V (3,-4,1)-(5,2,0) 7 

C ° b |C| \V\ V26V29 V754 

9 = 75° 13' 


8. Mostrar que la distancia entre las rectas no paralelas 
X = P 0 +tU ; X = P 1 +tV 


está dada por 


d = 


(Pi 


Po)- 


U x V 
|U x V\ 
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Solución. Por una parte el vector U x V es perpendicular a U y V. 



Fig. 2.20 



P 2 

Pi 


Fig. 2.21 


Por otra parte, el vector P\ — P 0 va del punto Pq (en una de las rectas) 
a P\ (en la otra recta). Entonces, la distancia entre las dos rectas es la 
proyección del vector Pi — P 0 sobre el vector U x V. (Fig. ###)• Es 
decir 


d = 


(Pi 


Po)- 


U x V 
| U x V\ 


donde se ha tomando el valor absoluto para evitar distancias negativas. 


9. Dadas las rectas 


x = 3 — i ; y = 2 + 2í ; z = 1 — t 
x = t ; y = 1 + t ; z = 2t 

calcular a) el ángulo que forman y b) la distancia entre ellas. 

Solución. Antes que nada, conviene expresar cada recta en su forma vec¬ 
torial: 


X = (x, y, z) = (3,2,1) + í (—1,2, —1) = Po + ÍÍ7 
X = (x,y,z) = (0,1,0) + t (1,1,2) =P 1 +tV 

a) El ángulo que forman las rectas se obtiene de 

U-V (-1,2,-1)-(1,1,2) 1 

“’VFd = Cl + 4 + Wl + l + 4 = -6 
6 = 99°35' 

b) Como Pi-P 0 = (0,1, 0) - (3, 2, 1) = (-3, -1, -1) 


i j k 

-1 2 -1 

1 1 2 


U x V = 


5i + j — 3k = (5,1,-3) 
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y, de acuerdo al ejercicio 8, la distancia entre las rectas es 


d = 


(Pi 


Po) 


UxV 
|U x V\ 


(-3,-1,-1) 


(5,1,-3) 
V25 + 1 + 9 


16 

V35 


EL PLANO 

Un plano está completamente determinado por tres puntos del plano, o 
un punto del plano y dos vectores no paralelos sobre el plano; o también 
por un punto del plano y un vector normal al plano. 


10. Dados los puntos Po = (—1,2,1), P\ = (3,2,—1), P 2 = (0,1,2). Hallar la 
ecuación del plano que pasa por los tres puntos a) en su forma vectorial, 
b) en su forma casteriana. 

Solución, a) Los vectores 


Pi-Po = (3, 2,-1) -(-1,2,1) = (4,0,-2) 
P 2 -P 0 = (0,1, 2) — (—1, 2,1) = (1, —1,1) 


se encuentran sobre el plano. Por tanto, los dos vectores generan el plano 
pedido y su ecuación vectorial es 


X = P 0 + sU + tV 
X = (—1, 2,1) + s (4,0, —2) + t (1, —1,1) 

b) La ecuación catesiana del plano se obtiene de la ecuación vectorial 
simplemente igualando componentes y eliminando las variables s y t: 

X = (x, y, z ) = (-1, 2,1) + s (4,0, -2) + t (1, -1,1) 

donde 


x = —1+4 s + t 

y = 2 -t 

z = 1 — 2 s + £ 

x + y = 1 + 4s 

y + z = 3 — 2 s 

x + 3y + 2z — 7 

11. Hallar la ecuación cartesiana del plano cuya ecuación vectorial es 

X = (l,-1,2)+Í(2,-1,3) 

Solución. Igualando componentes y eliminando las variables s y t: 
X = (1, -1, 2) + s (3, -1, 2) + t (2,-1,3) 


x — 1 + 3s + 2 1 
y = — 1 — s + t 
z — 2 T 2 s + 3 1 


x — 2y = 3 + 5s 
3y — z = — 5 + 5s 


x — 5y + z = 8 
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12. Hallar la ecuación vectorial del plano cuya ecuación cartesiana es 

x-y+ 2y = 1 

Solución, determinamos tres puntos del plano a partir de los cuales ob¬ 
tendremos dos vectores sobre el plano. 

Si 

x = 0 ; y = 0 =>■ z — \ entonces Pq = (0, 0, |) 

x = 0 ; z = 0 => y = — 1 entonces P\ = (0, —1, 0) 

y = 0 ; z = Q x = 1 entonces P 2 = (1,0,0) 

Los vectores U = P\ — Po = (0, — 1,— 5 ) y V = (l,0, — 5 ) están sobre 
el plano. Teniendo en cuenta que el plano pasa por (1,0,0), su ecuación 
vectorial es 


X = (1,0,0) + s 





13. Mostrar que el vector (a, b, c) es perpendicular al plano ax+by+cz+d = 0. 



Fig. 2.22 




Fig. 2.23 


Solución. Es suficiente mostrar que el vector (a, 6 , c) es perpendicular a 
cualquier vector que esté sobre el plano. 

Con x = 0, y = 0 de la ecuación del plano se tiene z — — entonces el 
punto Po = (0,0,—^) está en el plano. Si P = ( x,y,z ) es cualquier otro 
punto del plano, el vector P — P 0 = (x,y, z+ se encuentra sobre el 
plano. 

Como (a, b , c) • ( 2 , y, z + = ac + by + c{z+^) = ax + by + cz + d = 0. 

Esto dice que el vector (a, b, c ) es perpendicular a cualquier vector que 
está sobre el plano y, por tanto, es perpendicular al plano. 

14. Hacer pasar una recta por el punto (1,4,2), perpendicular al plano x + 
2y + 3z = 10. 

Solución. De la ecuación del plano se sigue que el vector (1,2,3) es per¬ 
pendicular al plano (ejercicio anterior) y, por tanto, sirve como vector 
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direccional de la recta pedida. Como la recta debe pasar por el punto 
( 1 ,4, 2 ), la recta pedida es 

X= (1,4,2)+i (1,2,3) 

PROBLEMAS VARIOS 

15. Encuentre la ecuación del plano que pasa por Pi = (2, —1, 2) y contiene a 
la recta X = (1,0,2) +1 (3,2,1). 

Solución. Recordemos que necesitamos dos vectores no paralelos para 
generar un plano. Como la recta 

X = P 0 + tV = (1, 0,2) + i (3,2,1) 

está contenida en el plano, el vector V = (3, 2,1) está sobre el plano 
pedido. Por otra parte, por pasar el plano por los puntos Pq y P\, el 
vector 

U = Pi- P 0 = (2, -1, 2) - (1,0, 2) = (1, -, 1, 0) 

está sobre el plano. Por tanto U y V generan el plano pedido. Luego, 
teniendo en cuenta que debe pasar por P\ la ecuación del plano pedid es 

X = P 1 +sU + tV= (2, -1,2) + s (1, -1,0) +1 (3,2,1) 

16. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos Po = (3,1,-2), 
P\ = (1, 2,1) y es perpendicular al plano x — 3y + 2z = 8. 


.Po 

\_N 

x 

Pi 


Fig. 2.24 



Fig. 2.25 


Solución. Por una parte, de la ecuación del plano dado se tiene que el 
vector M = (1,—3,2) es perpendicular a dicho plano. Por otra parte, si 
X = (x, y , z ) es cualquier punto del plano pedido, los vectores 

U = X — P 0 = (x — 3,y — 1, z + 2) 

V = X. — P]_ = (x — l,y — 2,z — 1) 
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se encuentra sobre el plano. Entonces el vector N = U x V es perpendicular 
al plano pedido. Como los planos deben ser perpendiculares, deben serlo 
también sus normales M y IV; es decir 



-1 

-3 

2 


M-N = M -(UxV) = 

x — 3 

y-1 

z 

+ 2 


x — 1 

y- 2 

z 

- 1 


= 0 


Desarrollando el determinante se obtiene: 


llx + 7y + 5z = 25, 
que es la ecuación del plano pedido. 

17. Mostrar que la distancia del punto P al plano que pasa por Pq con vector 
normal n está dado por: 


d = 


(P-Po)-n 


Solución. El vector P — P 0 va de Po a P y la proyección de este vector 
sobre el vector normal n da la distancia del punto P al plano (figura. 
###). Es decir 


d = 


(P-P°)-CJ 


18. Calcular la distancia del punto P = (—1, 3,4) y el plano X = s (1, 3, — 1) + 

*( 2 , 1 , 2 ). 

Solución. De la ecuación del plano X = s (1,3, —1) + t (2,1, 2) se ve que 
pasa por Pq = (0,0, 0) el (el origen) y, por otra parte; el vector 


= (1,3, —1) x (2,1,2) = 


i j k 

1 3 -1 

2 1 2 


= (7, -4,-5) 


es perpendicular o normal al plano. Según el ejercicio 17, la distancia de 
P = (—1,3,4) al plano es 


d = 


(P-Po)- 



(-1,3,4) - (0,0,0) - 


(7, -4,-5) 
V49 + 16 + 25 


13 

\/l0 


19. Mostrar que la distancia entre un plano y una recta (paralelos) está dada 
por 

d=\(P p -P r ).— 


donde n es unvector normal al plano, P p y P r son puntos del plano y la 
recta respectivamente. 

Solución. Como son paralelos, la distancia entre el plano y la recta es 
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igual a la distancia de un punto cualquiera P r de la recta al plano. Por 
tanto, según el ejercicio 17, la distancia de la recta al plano es 


d = 


< p - - ' R 


20. Hacer pasar un plano que contenga a la recta x = 1 — t, y = 2 + t, z = 3t 
y además sea paralelo al plano x + y — 2z = 5. 



Solución. De X = (x, y, z) = (1,2,0 ) +t (—1,1,3) se ve que la recta pasa 
por P 0 = (1,2,0) con vector direccional V = (—1,1,3). Por otra parte, 
el vector n = (1,1, —2) es normal al plano x + y — 2z = 5 (ejercicio 13) 
y como el plano perdido debe ser paralelo al dado, n también debe ser 
normal al plano pedido. Si X = (x, y, z) es un plano cualquiera del plano 
pedido, el vector X — P 0 está sobre dicho plano. Por tanto este vector 
debe ser perpendicular a la norma n, es decir 


n-(X-P 0 ) = 0 

(1,1, —2) • (x — l,y — 2, z) = 0 


de donde 


x + y — 2z = 3 


es la ecuación del plano pedido. 


21. Hallar la ecuación cartesiana del plano que equidista de los puntos P\ 
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(1) 2, —1) y -P 2 = (3,0, —2). 



Solución. Si X = (x, y , z) es un punto cualquiera del plano pedido, la 
distancia de X a P\ de X a P 2 deben ser iguales. Es decir 


\X-Pi\ = \X-P 2 \ 

\J(x - l) 2 + (y - 2) 2 + (z + l) 2 = \J{x - 3) 2 + y 2 + (z + 2) 2 

tomando cuadrados, desarrollando y después de simplificar obtenemos 


4x — 2y — 2z = 7 


ecuación pedida. 

22. Hallar la ecuación del plano perpendicular a la recta X = (1,2,3) + 
t (— 1 , 0 , 2) y que contenga al origen. 

Solución. Si X = ( x,y,z ) es un punto cualquiera del plano, entonces 
teniendo en cuenta que el plano pasa por el origen 0 = (0,0, 0), el vector 

X-0 = X=(x,y,z) 

está sobre el plano pedido. Además, por ser la recta perpendicular al 
plano, su vector direccional V = (—1, 0,2) es perpendicular al plano y por 
tanto 


V-(A-O) = (-1,0,2) .(x, y, z) = 0 

—x + 2 z = 0 


es la ecuación del plano pedido. 

23. Mostrar que la distancia del punto P\ = (xi,yi,Z\) al plano ax + by + 
cz + d = 0 es 

|axi + byi + cz\ + d\ 


d = 


Va' 2 + b 2 + c 2 
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Solución. Haciendo x = 0, y = 0 en la ecuación del plano se obtiene el 
punto Po = (0, 0, — j) sobre el plano. Como el vector Pi — P 0 va del punto 
Po a Pi y el vector (a, b, c) es normal al plano (ejercicio 13), la proyección 
del vector Pi — P 0 sobre este vector normal da la distancia del punto al 
plano (Fig. ###). Es decir 


d 

d 

d 


(A - Po) 


(a, 6 , c) 


|(a, b, c)| 


xi,yi,zi + - 

c 


(a, b, c) 


|(a, b, c)| 
ax i + byi + cz\ + d\ 

\J d 2 + b 2 + c 2 


donde se Ira tomado el valor absoluto para evitar distancias negativas. 

24. Hallar la distancia del punto Pi = (—2,15, —7) al plano 5a; — \Iy + 2z = 0. 
Solución. De acuerdo al ejercicio anterior, la distancia d del punto al plano 
es 


d 

d 


\axi + byi + czi + d\ _ |5 (—2) — 14 (15) + 2 (—7) + 9| 

Va 2 + b 2 +c 2 52 + (_ 4)2 + 2 2 

^5 = 15 

V225 


25. Hallar el punto del plano 5a: — 14 y + 2z + 9 = 0 que está más próximo al 
punto P = (—2,15, —7). 

Solución. De la ecuación del plano se tiene que el vector 

n =(5,-14,2) 

es perpendicular al plano. La recta que pasa por P con vector direccional 
n intersecta al plano dado precisamente en el punto del plano más próximo 
a P. 


n 

X 


P 
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Entonces, si X = (x, y , z) es el punto pedido, 

(x, y,z) = P + tn= (-2,15, -7) +t (5, -14,2) 

por estar en la recta, 
ó 


x = —2 + 5 1 

y = 15 - 14í 
z = —7 + 2í 

igualando componentes y reemplazando en la ecuación del plano dado (por 
estar X en el plano). 

5x - Uy + 2z + 9 = 5 (-2 + 5í) - 14 (15 - 14í) + 2 (-7 + 2 1) = 0. 

De donde se obtiene t = 1 

x = -2 + 5 = 3 
y = 15 - 14 = 1 

^ = -7 + 2= -5 

Por tanto, el punto X = (3,1,-5) es el punto del plano más próximo a 
P =(-2,15, -7). 

26. Hallar la ecuación de la recta que corta perpendicularmente a la recta 
x = 2t,y = tyz = —3 1 en el origen y es paralela a plano x + y + z = 1 . 
Solución. Sea X = (x, y, z) un punto cualquiera de la recta pedida. Como 
las rectas se cortan en el origen, la recta pedida pasa obviamente por el 
orige 0 y, por tanto, el vector X — 0 = X está sobre la recta. Entonces el 
vector X = (x, y , z) es un vector direccional de la recta pedida. 

Además, de la ecuación de la recta dada X = (x, y,z) = t (2,1, —3) se ve 
que V = ( 2 , 1 , —3) es un vector direccional de esta recta. 

Como las rectas son perpendiculares, lo son también sus vectores direc- 
cionales X y V; es decir 


P-A = 0 ó (2,1, —3) • (x, y,z) = 0 (1) 

Por otra parte, por ser paralela al plano x + y + z = 1, la recta pedida es 
perpendicular a la normal n = (1,1,1) del plano. En particular, el vector 
direccional de la recta, X , es perpendicular a la normal del plano n. Es 
decir 

n ■ X = 0 ó (1,1,1) • (x,y,z) = 0 (2) 

De las ecuaciones (1) y (2) se tiene 


2 x + y — 3z = 0 
x + y + z = 0 


( 3 ) 
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expresando todas las variables en términos de una de ellas, digamos z, 
tenemos 


2x + y — 3z = 0 x — Az = 0 
x + y + z = 0 —y — 5z = 0 


x = 4z 
y = —5z 
z = z 


(4) 


de donde, cambiando z por t en (4), obtenemos la ecuación cartesiana de 
la recta pedida: 


x = At ; y = —5 1 ; z = t 


27. Un punto se desplaza en el espacio de modo que en el instante t su posición 
viene dada por el vector X (t) = (1 — t,2 — 3 1, 2 1 — 1). a) Mostrar que el 
punto se mueve a lo largo de una recta (digamos L). b) Hallar un vector 
paralelo a L. c) En qué instante el punto toca al plano 2x+3y-\-2z+l = 0? 
d) Hallar la ecuación cartesiana del plano paralelo al de la parte c) y que 
contiene al punto X (2). e) Hallar la ecuación cartesiana del plano per¬ 
pendicular a L que contenga a X (2). 

Solución, a) Como X (í) = (1 — t, 2 — 3 1, 2t — 1) = (1, 2, — l)+í (—1, —3, 2) 
el punto se mueve a lo largo de la recta L (que pasa por P 0 = (1, 2, —1) 
con vector direccional V = (-1,-3,2). 

b) Como la dirección de la recta está dada por su vector direccional V, un 
vector paralelo a L es el mismo V = (—1, —3, 2). 

c) Cuando el punto X (i) = (1 — í, 2 — 3 1, 2 1 — 1) esté en el plano 2x + 
3y + 2z + 1 = 0 se tendrá 


2 (1 - í) + 3 (2 - 3i) + 2 (2í - 1) + 1 = 0 


de donde resolviendo, se tiene t = 1. Por tanto, el punto está en el plano 
en el instante t = 1. 

d) Primero localizamos el punto X (3) = (1 — 3, 2 — 3 (3), 2 (3) — 1) = 
(—2,—7, 5). El vector n = (2,3,2) es normal al plano 2x + '3y + 2z + l = 0 
(ejercicio 13) y debe ser también normal al plano pedido (por ser parale¬ 
los los planos dado y pedido). Por tanto, teniendo en cuenta que debe 
pasar por el punto X (3) = (—2, —7, 5), obtenemos n ■ (X — P) = 0 => 
(2,3,2) • [(a;, y, z) - (-2, -7,5)] = 0 => 2x + 3y + 2z + 15 = 0. 

e) Primeramente localizamos X (2) = (1 — 2,2 — 6,4 — 1) = (—1, —4, 3). 
Si X (x, y , z) es el punto cualquiera del plano y como el punto X (2) tam¬ 
bién está sobre el plano pedido. 

Por otra parte, como la recta L y el plano son perpendiculares, el vector 
direccional V es perpendicular a cualquier vector que esté sobre el plano 
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(Fig. ###). Es decir. 



Fig. 2.31 




P2 Ps 

✓ 

A 


Pi 


Fig. 2.32 


V ■ (X — X (2)) =0 
Ó 

( — 1) — 3,2) • [(a:, y, z) — (—1, —4,3)] = 0 
de donde, finalmente, obtenemos 

x + 3y — 2z + 19 = 0 

la ecuación cartesiana del plano pedido. 

28. Dados los puntos Pq = (1,1, —3) y P\ = (2,2,0) que se encuentran sobre 
el plano x + 2y — z = 6, determinar los demás vértices del cuadrado sobre 
el plano cuyos vértices adyacentes son P 0 y P\. 

Solución. Para determinar los otros vértices del cuadrado P 2 y P3 (Fig. 
###) necesitamos determinar el vector A = P 2 — Pq = P 3 — P\ ■ El vector 
n = (1, 2, —1) es perpendicular al plano (Ejercicio 13). Como A está sobre 
el plano es perpendicular al vector n; y además, por estar sobre un lado 
del cuadrado es perpendicular al vector P\ — Pq- 

P 1 -P 0 = (l,l,3) 

De acuerdo al significado del producto vectorial, A es paralelo al vector 
n x (Pl — P 0 ) 


n x (Pi - P 0 ) 


i j k 
12-1 
1 1 3 


= (7, -4,-1) 


Por lo tanto 

A = k{ 7,-4,-1) ( 1 ) 

Como \A\ y \P\ — P 0 | son lados del cuadrado 


|¿| = |Pi-Po| = KM,3)| =Vll 
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De acuerdo a (1) 


1*1 


1*1 K?, -4,-i)| = |fc| Vm 

L k = ±E 
Ve Ve 


Tomando k = A = (7, —4, —1). De donde, 


P 2 = P 0+ ^(l,l,-3) + ^(7,-4,-l) = (l + ^,l-A,_3--L 

P, = «+.4 = (2,2,0) +A (7,-4,-1) = (2 +A 2 + T__L) 


son los otros vértices del cuadrado. 

Nota. Tomando k = — de manera similar, obtenemos otra solución. 

CILINDROS Y SUPERFICIES 


29. Graficar la superficie cuya ecuación es x = 2z. 



Solución. Antes que nada, observamos que en la ecuación no figura la 
variable y. Además, en el plano xz, la ecuación x = 2z representa una 
recta. Deslizando esta recta paralelamente al eje y , obtenemos la superficie 
pedida (un plano). Su gráfica se muestra en la figura ###. 

30. Graficar la superficie cuya ecuación es x 2 — 2x + Ay 2 = 0. 

Solución. Como la variable z no figura en la ecuación, su gráfica debe ser 
paralela al eje z. Es superficie, por tanto, trazar la gráfica de la ecuación 
sobre el plano xy y luego deslizaría paralelamente al eje z. De 

x 2 -2x + Ay 2 = 0 
x 2 — 2x + 1 + Ay 2 = 1 

(a: — l) 2 + Ay 2 = 1 

se ve que la traza en el plano xy es una elipse con centro en (1,0); con 
semieje mayor igual a 1 y semieje menor |. 
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Deslizando la anterior elipse paralelamente al eje 2 obtenemos el cilindro 
elíptico que se muestra en la figura ###. 

31. Identificar y graficar la superficie cuádrica x 2 + y 2 = z 2 . 




Solución. Teniendo en cuenta las superficies dadas en la página ###, se 
ve que la superficie es un cono. Para graficar procedemos siguiendo las 
recomendaciones generales. 

1. Trazas. En el plano xy: con z = 0=> x 2 + y 2 = 0 => x = 0 ,y = 0 (un 
punto). 

En el plano xz: con y = 0 =>• x 2 = z 2 =>■ x = ±2 (dos rectas). 

En el plano yz: con x = 0 =>• y 2 = z 2 =>• y = ±2 (dos rectas). 

2. Interesecciones con los ejes. 

Con el eje x: con y = 0, 2 = 0=>:r 2 =0=>:E = 0(el origen). 

Con el eje y: con cc = 0, z = 0=>y 2 = 0=>y = 0(e\ origen). 

Con el eje 2 : con x = 0, j/ = 0=>2 2 = 0=í>2 = 0(el origen). 

3. Algunas secciones planas. Con 2 = k: x 2 + y 2 = k 2 (circunferencia). 
Esto dice que cortando la superficie con planos horizontales (2 = k) se 
obtienen circunferencias. Además, las circunferencias tienen mayor radio 
(= |fc|) cuando 2 (= k) esté más alejado del origen. 

Reuniendo la información obtenida, se traza la gráfica pedida (Fig. ###). 

32. Identificar y graficar la superficie cuádrica x 2 + y 2 = z. 

Solución. Teniendo en cuenta las ecuaciones de las superficies dadas en 
la página ###, inmediatamente reconocemos la ecuación como la de un 
paraboloide elíptico. Siguiendo las recomendaciones generales: 

1. Trazas. En el plano xy: con 2 = 0=>x 2 +j/ 2 = 0=>a; = 0, y = 0 (un 
punto). 

En el plano xz: con y = 0 => x 2 = z (una parábola). 

En el plano yz: con x = 0 =>• y 2 = z (una parábola). 

2. Intersecciones con los ejes. 

Con el eje x: y = 0, 2 = 0 => x 2 = 0 => x = 0 (el origen). 

Con el eje y: x = 0, 2 = 0 =>■ y 2 = 0 =>■ y = 0 (el origen). 

Con el eje 2 : x = 0, y = 0 => z = 0 (el origen). 
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3. Algunas secciones planas. Un corte horizontal se efectúa haciendo 
z = k. Es decir: 


x 2 + y 2 = k 


una circunferencia. 

Inmediatamente observamos que k debe ser > 0. Esto dice que el plano 
z = —3 (por ejemplo) no corta a la superficie, por tanto la superficie está 
situada por encima del plano z = 0 (o plano xy). 

Además, si el corte se realiza a mayor altura (es decir z = k, k más grande), 
la circunferencia que se obtiene tiene maor radio. 

Con toda la información obtenida trazamos la gráfica pedida (Fig. ###). 


Identificar y graficar la superficie x 2 — y 2 — z 2 = 1. 

Solución. Comparando con las ecuaciones de la página ###, reconocemos 
a la ecuación dada como la de un paraboloide de dos hojas con eje, el eje 
x. Procediendo según las recomendaciones generales: 

1. Trazas. 

En el plano xy: con z = 0 => a: 2 — y 2 = 1 (hipérbola). 

En el plano xz: con y = 0=>x 2 + z 2 = l (hipérbola). 

En el plano yz: con x = 0 =>■ —y 2 — z 2 = 1 => — ( x 2 + z 2 ) =1 (no hay 
traza). 

2. Intersecciones con los ejes. 

Con el eje a:: y = 0, z = 0 =>■ x 2 = 1 => x = ±1 (dos puntos). 

Con el eje y: x = 0, z = 0 =>■ —y 2 = 1 (no hay intersección). 

Con el eje z: x = 0, y = 0 =>• — z 2 = 1 (no hay intersección). 

3. Algunas secciones planas. Conviene analizar a varias alturas de x. Con 
x = k se tiene: 


x 2 - y 2 - z 2 = 1 => y 2 + z 2 = k 2 - 1 ( 1 ) 


lo que tiene sentido si k 2 — 1 > 0, es decir si k < — 1 ó fe > 1. Por tanto, 
una parte de la superficie está delante de x — 1 y la otra parte queda por 
detrás de x = —1. Además, de (1) se ve que los cortes a determinadas 
alturas de x producen circunferencias; y el radio aumenta a medida que 
nos alejamos del origen. 

Reuniendo toda la información obtenida trazamos la gráfica que se muestra 
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en la figura ###. 




2.6 EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Hallar las ecuaciones vectorial y cartesiana de la recta que pasa por el 
punto Po con vector direccional V, cuando: a) Po = (0,0, 0), V = (1,1,1); 
b) P 0 = (5, 3, -2), V = (2, -3,2); c) P 0 = (-1, -3, -5), V = (-2, 7,3); 
d) P 0 = (3,2,1), H = (1,5, -4). 

2. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos: a) (0, 0,0) y (1,1,1); 

b) (8, -3, 2) y (5,0,0); c) (5,8,1) y (2, 6, -1); d) (1,1,1) y (-3, 2, -1) 

3. Calcular la distancia del punto P\ a la recta dada: a) P\ = (1,1,1) ; X = 
(1,2,-1)+i (3,4,1). b) P 1 = (0,0,-1) ; X = (1,-0,-1) + í (1,2,3). 

c) Pi = (5, 5, 0) ; x = t , y = 1 — t , z = 3 + t. d) Pi = (4, —1, 2) ; 
x = l + 3t,y = 2t,z = —t. 

4. Calcular la distancia del punto P 0 a la recta que pasa por los puntos 
P x y P 2 : a) P 0 = (5,3,-1) , P ± = (4,0,2) , P 2 = (5,0,0). b) P 0 = 
(1,0,10) , Pi = (10,5,0) , P 2 = (5,10,0). c) P 0 = (-1,-2,3) , P 1 = 
(-1,1,3) ,P 2 = (4,-1,3). 

5. Calcular el ángulo entre las rectas: a) X = (1,2,1) + í (4,1,1) y X = 
(2,0,0)+i (1,1,0). b) X = (1,0,5 )+t (1, -1,2), X = (1,1,3 )+t (4, -1,2). 
c)x = 4 — 2t,y = 3 + 2t,z = — tyx = l + t,y = l + 3t,z = l — 3í. d) 
x = l,y=l,z = tyx = t,y=l,z = l. 

6 . Hallar los ángulos que forma la recta x = t , y = 2t, z = t con los ejes 
coordenados. 

7. Mostrar que las siguientes rectas forman un triángulo rectángulo en el 
espacio: X = (1, 5, -3) + t (1, -1,5) ; X = (3,6,1) + t (1, 2, -1) ; X = 
(1,2,3)+i (2,1,4). 
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8 . Calcular la distancia entre las siguientes rectas: a) X = (1, 3, 2 )+t (1,-1,0) 
yX = (0,1,2)+<(4,1,1). b) X = (4,2, 5)+ <(1, 0,-1) y* = (1,1,2) + 
t (2,0, —1). c)x = t,y = 2t,z = 3tyx=l — t , y = 2 + 2t, 2=1 — 31. 
d)x = 2 + t,y = —t,z = l + 3tyx = 2t,y = l + 2t,z = 2 + 6t. 

EL PLANO 

9. Hallar la ecuación vectorial del plano que pasa por los puntos: a) Po = 

(7.2.3) , Py = (4,5,6) , P 2 = (-1,0,1). b) P 0 = (0,0,0) , Py = (1,0,0) , 
P 2 = (0,1,0). c)P o = (0,0,5) ,P 1 = (4,3,0) ,P 2 = (1,5,7). 

10. Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por los puntos: P 0 = 
(1,2,1) , Py = (2,-1,0) , P 2 = (4,1,-2). b) Po - (1, —1,0) , Pi = 
(4,2, -3) , P 2 = (1,2,3). c) P 0 = (2, -1,5) , Py = (0, -1,0), P 2 = (0,0,1). 

11. Hallar la distancia del punto P al plano dado: a) P = (0,0,0) ; plano 
X = (1, 2, 3) + s (4, -1, 0) + t (1, 3, -1). b) P = (-1,2,1) ; plano X = 
(4,0, —1) + s (0,1, 0) + t (0, 0,1). c) P = (4,1, 3) ; plano x + y + z = 6 . d) 
P = (1,2,3) ; plao x — y = 5. 

PROBLEMAS VARIOS 

12. Hallar la intersección de la recta X = (3,1, 3) + t (1,1, —1) con cada uno 
de los planos coordenados. 

13. Determinar el punto donde la recta que pasa por (1, 3,1) y es ortogonal 
al plano 3x — 2y + 5z = 15, intersecta a dicho plano. 

14. Mostrar que los planos X = (2,0,4) + s (1, 7, 3) + t (—3,8,0) y X = 

(3.2.3) + s (4, —1,3) + <(9,5,9) son paralelos y encuentre la distancia 
entre ellos. 

15. Encontrar la ecuación del plano que pasa por (1,2,—3) y contiene a la 
recta A = (1,1,1) + t (5,-2,3). 

16. Una recta con vector direccional V es paralela a un plano M si V es 
paralelo a M. Sea L la recta que pasa por (1,1,1) y tiene vector direccional 
(2, —1, 3), determinar si L es paralela a cada uno de los planos siguientes: 
a) Plano que pasa por (1,1,—2) y generado por (2,1,3) y (|l,l). b) 
Plano que paa por (1,1,—2), (3,5,2) y (2,4,—1). c) Plano de ecuación 
cartesiana x + 2y + 3z = —3. 

17. Hallar la reta que pasa por (1, 2,3) y es perpendicular al plano x — y + 2z = 
0 . 


18. Mostrar que la distancia d del punto Py a la recta X = P 0 + tV está dada 
por: 


d = 


(Pi 


Po) x 


V 

M 
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19. Mostrar que la distancia d del punto P\ a la recta X = P 0 + sU + tV y 
X = Pi + sU + tV está dada por 


d = 


(Pi - Po) x 


U x V 


|U x V\ 


20. Mostrar que la distancia d entre los planos paralelos ax + by + cz = d\ 
ax + by + cz = (¿2 está dada por 


d = 


\¿2 — d \ 


\/a 2 + b 2 + c 2 
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Chapter 3 


CURVAS 


Una curva es una función de R en R n (con n = 2 o n = 3). Si n = 2 la curva se 
llama curva plana y si n = 3 la curva se dice que está en el espacio. 

Example 18 La función f (í) = (cosí, sin t, t) es una curva en el espacio (figura 
3.1). Esta función también se puede escribir como x = cosí, y = sin i, 2 = í; 
se la denomina hélice. 

Example 19 La función f (í) = (í,í 2 ) es una curva plana. También se puede 
expresar como x = t, y = t 2 (Fig. 3.2) y es la conocida parábola (notemos que 
V = x 2 ). 



3.1 DERIVADA DE UNA CURVA 


Consideremos una función f de R en R n . Cuando el límite existe, el vector 
/' (í) definido por 


/' (t) = lim 
h—*0 


f(t + h)-f (í) 


se denomina la derivada de / en el punto t. 


(3.1) 
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La derivada de una curva se puede expresar en términos de derivadas de 
funciones de R en R. 


Example 20 Si n 

se convierte en 


3 y escribiendo f ( t ) = (x (i) ,y(t),z (i)) la derivada f ( t ) 


f'm = (— ^ — 

■ '■ V di* di ' dt 


(3.2) 


(La derivada se obtiene derivando componente a componente). 

Example 21 a) Si / (í) = (cosí,siní,t) entonces f (t) = (— sin t, cosí, 1) 
b) Si f (t) = (t,t 2 ) entonces f (t) = (1,21 ). 


3.1.1 Significado geométrico 

Geométricamente definimos a f (t) como vector tangente a la curva en el punto 
f(t 0 ). La recta que pasa por / (t 0 ) con vector direccional f (to), es la recta 
tangente a la curva en el punto / (to). 


3.1.2 Significado físico 

Físicamente, si t denota el tiempo, entonces / (í) describe la trayectoria de 
una partícula, y / (to) representa la posición de la partícula en el instante to- 
La derivada f (to) se llama vector velocidad; además el número \ f (to)I es su 
rapidez. La segunda derivada, f" (to), da la aceleración de la partícula en el 
instante to- 

Example 22 Hallar la ecuación de la recta tangente a la parábola f (í) = (t, í 2 ) 
en el punto (2,4). 


(2,4) 

Fig. 3.3. 


Solución. De / (to) = (todo) = (2,4) se tiene to = 2. La recta tangente que 
debe pasar por el punto (2,4) tiene como vector direccional. 


f (to) = (1,2í 0 ) = (1 ,4), con to = 2 
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Por tanto la ecuación de la recta tangente es 


{x,y) = (2,4) + t (1,4) 


o, igualando componentes, 


x = 2 +1 

y = 4 + 4£ 

Example 23 La posición de una partícula está dada por f (t) = (í,t 2 ,f 3 ), 
t > 0. En qué instante la partícula está en el plano x + z = 0 y con qué rapidez 
se mueve en ese instante? 

Solución. De f (t) = (t,t 2 ,t 3 ) se tiene x = t, y = t 2 , z = t 3 . La partícula está 
en el plano x + z = 0 cuando 

t + í 3 = 0 => t (1 + 1 2 ) = 0 => t = 0 

Es decir, cuando t = 0 (al empezar el movimiento) la partícula está sobre el 
plano x + z = 0. Además, su rapidez en ese instante es \ f (í)| = | (1, 0,0)| = 1, 
con t = 0 . 

3.2 REGLAS DE DERIVACIÓN 

Como la derivada de una curva se expresa en términos de las derivadas de sus 
componentes, las reglas de derivación son básicamente las mismas que han sido 
estudiadas en el Cálculo I. 

I. Si / (í) y g (í) son dos curvas derivables, entonces 

í (/(<) + 9 {t)) = ít nt) + ít 9(t) 

(La derivada de la suma es la suma de las derivadas). 

II. Si a es un número y / (í) es una curva derivable, 

| («/(t)) = W 

(se pueden extraer las constantes del signo de derivación). 

III. Si c (t) es una función de R en R derivable y / (i) una curva derivable, 
entonces 

í (c (t) /(«)) = c(t) 4/(«) + /(« 4c(t) 

IV. Si / (t) y g (t) son dos curvas derivables, entonces 

j t (/ 0) • 9 (í)) = (í) ' 9 (Ó + f (í) • ^3 (í) 

(esto es una generalización de la derivada del producto del Cálculo I a la derivada 
del producto escalar de dos curvas). 



68 


CHAPTER 3. CURVAS 


3.3 LONGITUD DE UNA CURVA 



Fig. 3.4 


La longitud L de una curva / (í) desde / (a) hasta / (6) se define como la integral 
de la rapidez desde a hasta b. Es decir 

b 

L = j\f'(t)\dt (3.3) 

a 

Example 24 Calcular la longitud de una circunferencia de radio R. 

Solución. La ecuación paramétrica de una circunferencia de radio R es f (t) = 
(Rcost, Rsint), con 0 < t < 2ir. Buscamos la longitud de la curva desde 
f (0) = ( R, 0) hasta f (2n) = (R, 0) - el mismo punto, después de dar una vuelta 
a la circunferencia además como f (t) = (— Rsint, Rcost), \f (í)| = R, se 
tiene 

b 2 tt 

L = f \f'(t)\dt = J Rdt = 2nR 

a 0 

3.4 REGLA DE LA CADENA 


z 


g 


f 



y 


Fig. 3.5 


Consideremos una función g = g (s) de R en R y una función / = f (t) de 
R en R n . Si ambas funciones son derivables, la composición / o g es también 
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derivable, además 

(/°j)'W = /' (g(s))g' (s) 


3.5 ALGUNAS PROPIEDADES GEOMÉTRI¬ 
CAS DE LAS CURVAS 

Conviene considerar a la curva / = / (í) como describiendo la posición de una 
partícula en movimiento. 

El vector unitario T definido por 


rp Ht) 

\nt)\ 


(3.4) 


se llama vector tangente unitario. Como se sabe, este vector T es un vector 
direccional de la recta tangente a la curva en el punto / (í). 

El vector unitario N dado por 


\W (Í)X/" (í)) X /' (i)I 


(3.5) 


se llama normal principal a la curva y es perpendicular al vectr tangente T. 



y 

Fig. 3.6 



El plano que pasa por / (f) y es generado por los vectores T y N se llama 
plano osculador. El plano osculador a la curva en el punto / (i) es el plano 
que mejor se ajusta o adapta a la curva en el punto f (i). Por ejemplo, si la 
curva es plana (no necesariamente una recta) el plano osculador coincide con el 
paño que contiene a la curva. 

El número no negativo k dado por 

t= l/'(t)x/"(t)| 

l/'WI 3 

se llama curvatura. Cuando k ^ 0, su inverso se denomina radio de cur¬ 
vatura y se simboliza por p. Es decir p =j. En general la curvatura, y por 
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tanto el radio de curvatura, varía según varia el punto / (í) a lo largo de la 
curva. La círculo sobre el plano osculador, de radio p, centro ubicado sobre la 
normal principal y pasando por / (t) se llama círculo osculador en / (i). El 
círculo osculador en / (i) es el círculo que mejor se ajusta a la curva. Por ejem¬ 
plo, el círculo osculador en cualquier punto de una circunferencia es la misma 
circunferencia. Si R es el radio de la circunferencia, entonces la curvatura es jj. 

Intuitivamente, cuando k es grande en un punto, la curva se ”curvea” más 
en ese punto; y si k es bastante pequeño, la curva se ”curvea” tan solo levemente 
en dicho punto. 

En el caso extremo, si k = 0 en un punto de la curva, entonces la curva no 
se "curvea” en ese punto y, dehecho, puede considerarse a la curva como una 
recta en ese punto. La curvatura de una recta en todos sus puntos es cero. 


3.6 EJERCICIOS PROPUESTOS 


Derivada y recta tangente. El cálculo de la derivada de una curva se reduce 
a la derivada de sus componentes. Geométricamente la derivada da un vector 
tangente a la curva. 


1. Mostrar que si / (í) = (x ( t) ,y(t),z (t)) entonces f (í) = (x' (í), y' (í), z' (£)); 
(asumir la existencia de f (t)). 

Solución. Suponiendo que f (í) existe, se tiene: 


/'<<) 


híMúS 

h—>0 h 

lim ^-[(x(t + h),y(t + h),z(t + h)) - {x (i) ,y(t),z (£))] 

h—> 0 ti 

x(t + h) — x(t) y{t + h)-y(t) z(t + h) — z (t) 

hm---, inn---, lim--- 

h^O h h—>0 h h—>0 h 

{x'{t),y'{t),z'{t)) 


2. Calcular la derivada primera y segunda de las siguientes funciones, a) 
/ [t) = (í 2 ,2t — l), b) / (í) = (3 eos t, sin 2 1, 2 1) , c)/(£)= (í 2 ,1 — í, 4 — t 3 ) 
en t = 1 . 

Solución, a) / (í) = (í 2 ,2í—l) => /' (t) = (2í, 2) => /" (t) = (2,0); 

/'(!) = ( 2 , 2 ) ,/"(£) = ( 2 , 0 ). 

b) f (t) = (3cosí, sin 2 í, 2 í) =>• /'(í) = (—3sin t, 2 eos 2 í, 2 ) => f" [t) = 
(—3cosí, —4sin2í, 0 ). 

c) / (t) = (í 2 ,1 - í, 4 - í 3 ) =>• /' (í) = ( 2 í, -1, — 3í 2 ) => f" (í) = ( 2 ,0, — 6 í) 

; /'(!) = ( 2 ,-1,-3) , /"(í) = (2,0,-6). 
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3. Trazar la curva f (í) = (eos t, t, sin t). 



Solución. Haciendo ( x,y,z ) = (eos t, t, sin í) tenemos x = eos t, y = t, 
z = sin i. 

Observamos que: 

x = eos t ; z = sin t 

X = COS t \ Z = Sin t 

X + 2! = COS t + sin t 

x 2 + z 2 = 1 (circunferencia) 

Esto dice que la proyección de la curva sobre el plano xz describe una 
circunferencia. Como al variar t, la segunda componente y = t obviamente 
varía; la curva va dando vueltas alrededor del eje y a la vez que se desplaza 
en torno a este eje, describiendo una curva parecida a un resorte. La gráfica 
de la curva se mustra en la Fig. ###. 

4. Encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva / (t) = (£, eos 7rí, sin wt): 

a) En cualquier punto ; b) en el punto (1, —1, 0). 

Solución, a) Un vector direccional de la recta tangente en el punto / (t) 
es 

/' (í) = (1, — 7rsin7rf,7rcos7rí) 

y como además pasa por el punto / (í) = (í, cos7rí, sin7rí), su ecuación es 

X = (í, COS 7rí, SÍ117TÍ) + S (1, — 7T SÍ117TÍ, 7T COS 7TÍ) 

con s real. 

b) De (í,eos7rí,sin7rí) = (1,—1,0) e igualando componentes vemos que el 
punto (1, —1, 0) le corresponde a í = 1. De la parte a) con t = 1 tenemos 

X = (1, co7r, sin7r) + s (1, — sin7r, 7rcos7r) 

X = (1,—1,0) + s(l,0, —7r) 

ecuación de la recta tangente a la curva en el punto (1, —1, 0). 
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5. Encontrar la recta tangente a la cúbica / (í) = (l, ^í 2 ,í 3 ) paralela a la 
recta x = í, y = 2 — t, z = 1 + 3í. 

Solución. Habiendo X = (x, y, z) = (í, 2 — í, 1 + 3í) = (0,2, l)+í (1, —1,3) 
vemos que un vector direccional de la recta dada es U = (1, —1,3). Un 
vector direccional de la recta tangente a la cúbica en / (í) es 

V = f (í) = (l,í,3í 2 ) 

Como la recta dada y la recta tangente deben ser paralelas, sus vectores 
direccionales también deben serlo. Es decir 

V = kU => (1, í, 3 1 2 ) = fc (1, -1,3) => 1 = fc ; t = -k ; 3í 2 = 3fc 

de donde t = — 1. Por tanto, la recta tangente a la curva, paralela a la 
recta dada, es la tangente en el punto / (— 1 ): 

X = /(-l) + í/'(-l)= (-1, |,-l) + ¿(1,-1,3) 


6 . Consideremos el arco de hélice / (t) = (cosí, sin t,t) con 0 < í. 

7. Encontrar todos los puntos en que la curva / (í) = (sin í, eos í, sin 3í) tiene 
un vector tangente paralelo al plano xy. 

Solución. Un vector tangente a la curva en el punto / (í) es 

f (í) = (eos í, — sin í, 3 eos 3í) 

el cual es paralelo al plano xy si su tercera componente es cero. Es decir 
3eos3 1 = 0 => 3í = (2k + 1) —, /c = 0,±l,±2,... 
í = ( 2 fc + l)| ; fc = 0, ±1 ± 2 , ... 


Dando valores a fc se obtienen los puntos: 


fc = 1 => t =-=>/(-)= (1,0,-1) 

fc = 2 =► É = 5- =► / (5-) = (2 ’—í’l) 

fc = 3 =► í = 7-=► / (7-) = (- 2 ,-^,—l) 
fc = 4=>í = 3|=>/(3|)= (-1,0,1) 

fc = 5 ^í=n-^/(ll-) = (--,^,-1) 
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Para otros valores de k se obtienen los mismos puntos. Estos son todos 
los puntos en que la tangente a la curva es paralela al plano xy. 

8 . Mostrar que un rayo de luz que emana del foco de una parábola se refleja 
paralelamente al eje. 



Q 


F x 

Fig. 3.10 


Solución. Simplemente hay que recordar dos cosas. En un espejo plano, 
el ángulo de incidencia 6 es igual al ángulo de reflexión <j> (Fig. ###); en 
un espejo curvo, la reflexión en un punto se realiza como si se reflejará en 
el espejo plano tangente. 

Para simplificar, consideremos la parábola x = y 2 ó, mejor su pararne- 
trización / (t) = El foco de la parábola se encuentra en F (|,0) y 

designemos que Q = (¿§, ¿o) el punto donde se refleja el rayo (Fig. ###). 
La tangente en Q tiene la dirección de /' (¿o) = (2io, !)• 

El vector Q — F tiene la dirección del rayo de luz que va del foco F al 
punto de reflexión Q. El ángulo de incidencia 9 está determinado por 


cosí? 


r m • (Q - F ) 

I/' (t 0 )\-\Q-F\ 


+ í 0'/ 4í 0 + 1 


2t o - 5^0 + ¿ 0 


- 5^0 + 13 + ¿ 0 V 4t 0 + 1 


2í 0 (íq + j) 




1 

4 


^0 



1 

4 


Por otra parte, el ángulo (¡) entre la recta tangente y la recta que parte de 
Q paralela al eje X, está determinado por 


f (¿o) -(LO) = (2¿o, 1) • (1,0) = 2t 0 = to 

I/' ( ¿ o)| - |(!, 0)1 ^4 ti + 1 2 ^Jtl + | \Jtl + \ 


Por tanto 


eos 0 = eos (j) 
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Esto dice que el rayo que parte del punto Q paralelo al eje X, eje de la 
parábola, es el rayo de reflexión. Esto muestra que el rayo que emana del 
foco de una parábola se refleja paralelamente al eje. 

9. Mostrar que todos los vectores tangentes a la hélice / (t) = ( a eos t, a sin í, bt) 
forman un ángulo constante con el eje Z y que el coseno de ese ángulo es 

b 

Va 2 + b 2 

Solución. Un vector direccional déla recta tangente a la hélice en / (t) es 
f (t) = (—o sin í, a cosí, b). El coseno del ángulo que forma la recta tan¬ 
gente a la curva y el eje 2 es igual al que forman sus vectores direccionales. 
Entonces 

f (í) • (0, 0 ,1 ) (—asinf, a cosí, b) ■ (0, 0 ,1 ) 

I/' (í)| • |0, 0, 1| yj a 2 gj n 2 ¿ _|_ a 2 cog 2 í _|_ 1)2 

0 + 0+6 _ b 

y/a 2 (sin 2 t + eos 2 t) + b 2 Va 2 + b 2 


10. Encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva de intersección del 
cono x 2 + y 2 = z 2 y el plano x + y + z = 4, en el punto (0, 2, 2). 

Solución. Antes que nada conviene parametrizar la curva, esto se logra 
expresando en términos de una de las variables a las otras dos: 


x + y + 2 = 4 2 = (4 — 2 — y) 

2 I 2 2 == ^ 2 2,2 

& + 2 / = 2 z = x + y 


(4 - x - y) 2 


de donde desarrollando y simplificando se tiene 8 +xy = 4x+4y expresando 
y en términos de x: 


y = 4 X — 2 = 4 1 1 + 
y x — 4 I x — 4 


= 4 + 


x — 4 


Ahora también podemos expresar 2 en términos de x, 


z = 4 — x—y = 4 — x — 4 -- = — x -- 

x — 4 x — 4 

Cambiamos de parámetro haciendo x = í; entonces la curva se puede 
expresar en forma paramétrica por 


f(t) = ( x,y,z ) 


4 +--, —t —-- 

t — 4 t — 4 


De (0,2,2) = \ t, 4 + -—-, -í - -—e igualando componentes es ve 
que el punto ( 0 , 2 , 2 ) le corresponde at = 0 . 
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Un vector direccional de la recta tangente en (0, 2,2) (es decir con t = 0) 
es 


f(t)= 1- 


{t ~ 4) 


,-l 


(t-iy 


= ir-i,-i 


Por tanto, la recta tangente pedida es 


X = ( 0 , 2 , 2 ) +s 



1 

2 


VECTOR POSICION 


11. Determinar el punto donde la curva / (í) = (í, 1 — 2¿, í 2 ) intersecta al 
plano x + y + z = 7. 

Solución. Si el punto (x, y, z) es el de intersección, tenemos: (x, y, z ) = 
(í, 1 — 2 1, t 2 ) (por estar en la curva) ó x = t \ y = l — 2í ; z = t 2 
(igualando componentes). Además: x + y + z = 7 (por estar en el plano). 
í+(l — 2í)+í 2 = 7 (por estar en el plano). í 2 — t —6 = 0 => (t — 3) (f + 2) = 
0=>í = 3,í = —2. Por tanto, la curva intersecta al plano cuando t = 3 
y cuando t = — 2 es decir en los puntos 


í (3) = (3,-5,9) y /(-2) = (-2,5,4) 


12. Una partícula viaja hacia arriba en una espiral en el espacio, su posición 
en el tiempo t está por / (£) = (cosí, sinf, t). En el tiempo ío = tt toma 
vuelo sobre una tangente, dejando el camino de la espiral y viajando en 
línea recta a velocidad constante. Dónde está la partícula en el tiempo 
t = 37T? 


Solución. Cuando ío = 7 r, la partícula está en el punto / (n) = (—1, 0, tt). 
La recta tangente en el punto donde la partícula toma vuelo es 

X = (— 1 , 0 , 7 r) + sf' (tt) = 

= (— 1, 0, 7r) + S (— SÍU7T, COS7T, 1) 

= (— 1 , 0 , 7 r) + s( 0 , — 1 , 1 ) 
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Notemos que cuando s = 0, entonces X = (—1,0,7r). Es decir la partícula 
está en el punto donde va a tomar vuelo siguiendo la recta tangente. 

El tiempo s que transcurre desde ¿o = ir hasta íi = 3n es 

S = ?>TT — 7T = 2tt 


Por tanto, en su desplazamiento a lo largo de la recta tangente y cuando 
t = 3i r; la partícula está en 

X = (-1,0, tt) + 2tt (0, -1,1) = (-1, —2tt, 3t r) 

Longitud de curva. 

13. Calcular la longitud de la curva descrita por / (í) = (cosí,sin t) al variar 
t desde t = 0 hasta t = Att. 

Solución. Procedimiento 1. Como /' (t) = (— sin t, cosí), entonces la 
longitud de la curva desde que í = 0 hasta i = 47 t está dada por 


ATT ATT ATT 

L = J \f (t)\dt = j \J sin 2 í + eos 2 tdt = J dt = 47T 


Procedimiento 2. La curva / (í) = (cosí, sin i) describe una circunferencia 
de radio 1. Al variar í desde í = 0 hasta í = 47r describe dos vueltas de 
circunferencia. Como la longitud de una circunferencia de radio 1 es 27T, 
en total la longitud de la curva que describe es 


2 • 2-7T = 47T 


14. Calcular la longitud del arco parabólico descrito por f (í) = (í 2 ,2í) desde 
(0,0) hasta (1,2). 

Solución. Igualando componentes se ve que el punto (0,0) = (í 2 ,2í) le 
corresponde a í = 0 y el punto (1,2) = (í 2 ,2í) a í = 1. Como f (í) = 
(2í, 2), la longitud del arco descrito es 



Curvatura - normal principal. 

15. Hallar T, N, k para la curva / (í) = (í,í 2 ,í 3 ). a) En cualquier punto b) 
Cuando í = 0. 

Solución, a) Para calcular el vector tangente unitario T, la normal prin¬ 
cipal N y la curvatura k, requerimos hasta la segunda derivada de / (í): 

/(t) = (í,í 2 ,í 3 ) , /'(í)= (l,2t,3í 2 ) , f" (í) = (0,2,6í) 
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Además, teniendo en cuenta las expresiones que figuran en las fórmulas 
correspondientes debemos calcular: 


/' (í) x t" 0 1 ) = 


i j k 
1 2í 3f 2 
0 2 6í 


(6í 2 ,-6í,2) 


(/'(í)x/"(t))x/'(í) = 


i j k 
6t 2 -6 i 2 

1 2í 3f 2 


= 2 (—2í - 9í 3 ,1 - 9í 4 ,3í + 6í 3 ) 


|/' (í)| = \/l + 4f 2 + 9í 2 , |/' (i) x f" (í)| = 2 V / 9í 4 + 9í 2 + l 
l(/' (i) x f" (í)) x t 1 (í)| = 2\/81í 8 + 107í 6 + 54í 4 + 13í 2 + 1 
Reemplazando en las fórmulas correspondientes tenemos: 


f'(t) _ (l, 2t, 3¿ 2 ) 

|/'(í)| V9í 4 + 4í 2 + 1 

(/' (t) x /" (*)) x f (t) _ (-2 1 - 9¿ 3 ,1 - 9t 4 ,3 1 + 6¿ 3 ) 

|(/'(í) x /"(í)) x /'(í)| V81í 8 + 107í 6 + 54í 4 + 13í 2 + 1 

\f (í) x /" (í)| _ 2V9í 4 + 9í 2 + 1 
I/' (í)| 3 ~~ (1 + 4í 2 + 9 í 4 ) 3/2 


b) Evaluando en t = 0: T = (1,0, 0), N = \ (0, 2,0) = (0, 0) ; R = 2. 

16. A partir de la fórmula dada para k , mostrar que para una curva plana 
descrita por / (t) = (x ( t ), y (í)), la curvatura viene dada por: 


k(t) 


W(t)y" (t) — y' jt)x"{t) | 

(*' W 2 + 2/ W 2 ) 2 


Solución. Se sabe que la curvatura de una curva en el espacio está dada 
por: 

Hrt- i/'wxrwi 

() ~ l/'WI 3 

como 

/ (í) = O (í), y (í)) => /' (í) = (a;' (í), 2/' (í)), 

f"{t) = {x"{t),y"{t)) 

a f (í) y /” (í) se les puede considerar como vectores del espacio escribi¬ 
endo 

f (t) = (x'(t) ,y'(t), 0) , f"(t) = (x"(t),y"(t)) 

entonces 


/' (í) x /" (í) = 


0) 2/' (í) 
*"(*) 2/"(í) 


k 

0 

0 


= (0, o, x' (t) y” (t) 


y’(t)x"(t)) 
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y además 

I/' 0)1 = \¡x' O) 2 + y' ( tf => |/' (t)| 3 = (x' (í) 2 + y' (í) 2 ) 

I/' 0) X /" (í)| = \J O + 0 + (x' (t) y” (t) - y’ (í) x" (t )) 2 = a:' (í) y" ( t)-y’ (i) x" (t) 
finalmente reemplazando obtenemos 

l/,(í)|3 (z'Of + y'O ) 2 ) 1 


17. Mostrar que el radio de curvatura de / (í) = (e 4 , e t ,\/2t) está dado por 

_ (e 4 + e -4 ) 2 

P V2 

Solución. Como f (t) = (e 4 , e -4 , \/2í) => /' (í) = (e 4 , — e -4 , v^2) y además, 

/" (í) = (e í ,e-‘,0) 





(-V^.-v^e 4 ^) 


|/' (í)| = \/e 2i + 2- 2t + 2 = (e 4 + e _í ) 2 = e 4 + e" 4 

|/' (í) x /" (í)| = \/2e~ 2t + 2e 2t + 4 = yfiy/{e* + e-*f = \¡2 (é + e" 4 ) 

Por tanto, teniendo en cuenta que el radio de curvatura es el recíproco de 
la curvatura, 

1 _ IfM 3 _ (e 4 + e~ 4 ) 3 _ (e 4 + e - 4 ) 2 

P k{t) \f'{t)xf"(t)\ v / 2(e 4 + e- t ) y/2 


18. Mostrar que en el vértices de una parábola el radio de curvatura alcanza 
su valor mínimo. 
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Solución. Consideremos la ecuación paramétrica de la parábola. 

f(t) = = ( t,pi 2 ) 

entonces 

x(t) = t => x' (í) = 1 => x" (í) = 0 

x (t) = pt 2 => j/ (í) = 2 pt => y" (í) = 2p 


y por tanto, reemplazando 

i (x' (t? + y' O ) 2 ) 2 

P ^ k (t ) \x' (í) y" (t) - x" (t ) y 1 (í) | 

1 + 4p 2 í 2 1 + 4p 2 í 2 

|2p| = 2 \p\ 

Ahora, p' (t) = • 8 p 2 t = 0 =>• t = 0 es un punto crítico. Más aún, 

p" (i) = -p- > 0; lo que implica que en t = 0, el radio de curvatura es un 
mínimo. Como / (0) = (0,0) es el vértice de la parábola, hemos mostrado 
que el radio de curvatura alcanza su valor mínimo en el vértice. 

19. Hallar la curvatura de / (í) = — y, í 2 , t + . a) En cualquier punto, 

b) Cuando t = 0. 

Solución, a) Derivando tenemos: 


además 

r c t ) x r ( t ) = 


f(t) = 

0 

í 3 2 
3’ 

f'it) = 

(1 

- í 2 , 2í, 

/"(*) = 

(- 

2í, 2, 2í) 

i 

J 

fc 

l~t 2 

2í 

1 + í 2 

—2 1 

2 

2 í 


= (2í 2 - 2, —4i, 2í 2 + 2) 


\f (í)| = ^/(l-í 2 ) 2 + 4i 2 + (l + i 2 ) 2 = (í 2 + 1) 

simplificando 

|/' (í) x /" (i)| = 2^/(í 2 — l) 2 + 4t 2 + (í 2 + l) 2 = 2\/2 (í 2 + 1) 
de donde, 

= \f | 272^ + 1) _ 1 

l/'WI 3 (\/2(í 2 + l)) 3 (í 2 + l) 2 

b) Evaluando en t = 0, obtenemos la curvatura pedida: k (0) = 1. 
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3.7 EJERCICIOS PROPUESTOS 

Graficar las siguientes curvas: 

1. / (í) = (eos 2í, sin 2f) , 0 < í < 27 t. 

2. / (í) = (sin 2i, eos 2f) , 0 < t < n. 

3. f(t) = (t,t). 

4- f(t) = 

5- / (í) = (i, cosí, siní). 

6- f{t) = (1 ,t,t 2 ). 

DERIVADAS 

Encontrar las derivadas de las siguientes curvas: 

7. / (í) = (t,t — 1, 2í + 1). 

8. /(í) = (t,t 2 ,t 3 )- 

9- / (í) = (cos3í, sin3f). 

10. / (í) = (acosí, 6siní, t). 

11. / (í) = (e 4 , cosí, sin£). 

12. / (í) = (sin2í, ln (1 + í), í). 

RECTA TANGENTE 

Encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva en el punto indicado. 

13. / (í) = (cosí, sin i) en (0,1). 

14. /(í) = (t, 2í, í 2 ) en (1,2,1). 

15. /(í) = (í,í 3 ,í 4 ) en (1,0,0). 

16. /(í) = (l+í,4 + 3í, l-2í) en (1,1,1). 

17. / (í) = (í + l,í — í 2 ,í 3 ) en (2,0,1). 

18. La curva determinada por la intersección de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 25 
y el plano z = 3, en (4,0, 3). 

19. La curva determinada por la intersección del cilindro 

x 2 + y 2 = 25 

y el plano x + y + z = 5, en el punto (3,4, —2). 
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20. Encontrar la recta tangente a la curva / (í) = (í,0,í 2 ) trazada desde el 
punto (0, —3,4). 

VECTOR POSICION 

21. Determinar los instantes en que la curva / ( t) = (2í 2 ,1 — í, 3 + í 2 ) inter¬ 
secta al plano 3x — 14 y — z — 10. 

22. Dos partículas se mueven siguiendo las trayectorias dadas por / (í) = 
(e 4 , e 24 ,1 — e -4 ) y g (í) = (1 — í, cosí, sin i); determinar si las trayectorias 
se intersectan. 

23. a) Una partícula viaja en el espacio de tal manera que su velocidad es 
V (í) = (2, 5 + 6í, 0) y su posición en t = 0 es (1, 0, 3). Encontrar su posi¬ 
ción en i = 1. b) Repetir el problema a), donde V ( t) = (3í 2 , —2í + 7, cos7rí) 
y la posición en t = 0 es (1, 5,0). 

24. Una partícula está viajando en una curva en el espacio exterior de tal 
manera que su posición en el tiempo í está dada por / (í) = (l + í, í 2 , —2í). 
Pero en el tiempo í = 2 la partícula deja la curva y se mueve en la línea 
tangente con velocidad constante. Dónde está la partícul en í = 4?. 

LONGITUD DE CURVA 

25. Encontrar la longitud de una vuelta de la hélida / (í) = (eos í, sin í, í). 

26. Calcular la longitud de / (í) = (eos 2í, sin 2í, 3í) entre í = 1 y t = 3. 

27. Calcular la longitud de / (í) = (í — siní, 1 — cosí) desde (0,0) hasta (27r, 0). 

28. Calcular la longitud de / (í) = (í, 2í, í 2 ) desde el punto (1,2,1) hasta el 
punto (3,6,9). 

29. Calcular la longitud de la astroide x i +y i = ai (Sugerencia: Parametrizar 
la curva). 

30. a) Obtener la fórmula 


L = 


b 



a 


y (r') 2 + r 2 dd 


que da la longitud de arco desde 9 = a hasta 9 = b de una curva expresada 
en coordenadas polares. 

b) Calcular la longitud de la circunferencia de radio 1. 

31. Dos puntos Ay B de un círculo unidad de centro 0 determinan en él un 
sector circular AOB. Mostrar que la longitud de arco AB es igual a dos 
veces el área del sector. 
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32. Establecer integrales para las longitudes de las curvas cuyas ecuaciones 
son: 

a ) y = e x 0 < x < 1. 

b) / (í) = (í + lní, t — lní) 1 < t < e. Probar que la segunda longitud 
es el producto de la primera por y/2. 

CURVATURA, NORMAL PRINCIPAL 

33. Dada la curva / (í) = (3cosí, 3siní,4í) encontrar T, N, k en cualquier 
punto. 

34. Dada la curva / (í) = (í, í 2 , |í 3 ) encontrar la ecuación del plano osculador 
cuando t = 1. 

35. Encontrar la ecuación del círculo osculador de / (í) = (í, í 2 ) en el punto 
(0,0). 

36. Encontrar el radio de curvatura de / (í) = (í, lní). Determinar el punto 
donde el radio de curvatura es mínima. 

37. Si una curva plana tiene la ecuación cartesiana y = f (x); mostrar que la 
curvatura en el punto ( x , / (a:)) es 

k \r(x)\ 

(i+f (x) 2 y 

38. Aplicando la fórmula anterior (ejercicio 39) calcular la curvatura de y = 
a; 2 — 2x en cualquier punto. 

39. Mostrar que la hélice / (í) = (acoswí, asinwí, btot) tiene curvatura con¬ 
stante 

fc - a 
a 2 + b 2 

PROBLEMAS VARIOS 

40. Determinar todos los puntos en que la curva dada tiene un vector tangente 
horizontal o vertical, a) / (í) = (t 3 ,t 2 + 2t), b) / (í) = (í 4 —4í, í 3 ), c) 
/ (í) = (eos 2í, eos 2í • tan í) con — | <t< |. 

41. Dada la curva / (í) = ^ , 2 * *. xpY)’ mostrar que el ángulo formado por 
/ (í) y / (í) es constante (es decir, independiente de í). 

42. Mostrar que las curvas x = 2 — í, y = — |, 2 = 2t 2 ; x = 1 + í, y = sin t — 1, 
2 = 2cosí; se cortan en ángulo recto en (1,—1,2). Hallar la ecuación de 
la recta tangente a la curva dada en el punto indicado. 

43. x 2 + 2 y 2 + 2 z 2 = 5, 3x — 2y — z = 0 en (1,1,1). 

44. 9cc 2 + 4 y 2 — 362 = 0, 3x + y + z — z 2 — 1 = 0 en (2, —3, 2). 
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45. 4 z 2 = xy, x 2 + y 2 = 8z en (2, 2,1). 

46. Una recta perpendicular a la recta tangente a una curva plana se llama 
recta normal. Si en cada punto de una cierta curva plana C se trazan la 
normal y una recta vertical, estas dos rectas interceptan sobre el eje X un 
segmento de longitud 2. Hallar la ecuación cartesiana de esa curva si pasa 
por el punto (1,2). Son posibles dos soluciones. 

47. Un punto se mueve en el espacio siguiendo la curva 

/ (i) = (4 eos t, 4 sin t, 4 eos t) 

a) Mostrar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuación del plano 
que contiene dicha elipse, b) Mostrar que el radio de curvatura es p (t) = 
2\/2(l + sin 2 t). 

48. Cuatro arañas están en el suelo de una habitación cuadrada, una en cada 
esquina. Comienzan a moverse simultáneamente a la misma velocidad, 
cada una moviéndose hacia la araña de su derecha, la cual también se está 
moviendo de la misma manera. Encontrar el camino que sigue cada araña 
suponiendo que cada pared tiene 10 metros de largo. 

49. En el problema anterior, las arañas se encuentran eventualmente en el 
centro de la habitación. Calcular la distancia total recorrida por cada 


arana. 
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Chapter 4 


FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 


En este capítulo principalmente se estudia la derivada de una función de varias 
variables. Primeramente se realiza un repaso de la terminología de funciones en 
general y se introducen algunos términos referentes a las funciones de varias vari¬ 
ables en particular. Con esto se define la derivada de una función de R n en R m , 
de tal manera que la derivada de una función de una sola variable y la derivada 
de una curva resultan ser casos particulares. Se hace un amplio tratamiento de 
la Regla de la Cadena para derivar funciones compuestas, acompañando en cada 
caso con diagramas aclaratorios. También se tratan las derivadas de funciones 
implícitas y funciones inversas. 


4.1 FUNCIONES DE R n EN R m 

Se designa por R n al conjunto de n-uplas (xi,X2,-" > x n)- Una función / de 
R n en R m asigna a cada vector (x\,X 2 ,--- ,x n ) de R n uno y solo un vector 
(j/i, y 2 , • • ■ ,y m ) de R m - Se escribe también / : R n —* R m . 

El dominio de / es R n , mientras que su codominio es R m ; las variables del 
dominio (es decir x\, • • • ,x n ) se llaman variables independientes y las variables 
del codominio (es decir y-¡, ■ ■ ■ ,y m ) se llaman variables dependientes. 

Example 25 La regla que asigna a cada número real x su cuadrado x 2 es una 
función de una sola variable (Fig. f.í). Se simboliza por 

f{x)=x 2 o y = x 2 

Example 26 La regla que a cada vector (x, y) de R 2 le asigna la diferencia 
de los cuadrados de sus componentes, es una función de dos variables (figura 
fHHO- Escribimos 


r ( \ 2 2 2 2 

} (x, y) = x -y o z = x -y 
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f 

1 

¿j- 

>* 


\ 

* * 

1 ^ 


X 

X2 

X 

z=x 2 -y 2 z 


Fig. 4.1. 


Fig. 4.2 


Example 27 La regla que a cada (x,y) de R 2 le asigna el par (x + y,x — y) 
también de R 2 , es una función de R 2 en R 2 (figura ###). Escribimos f (x, y) = 
(x + y, x — y). Llamando u, v a las variables dependientes escribimos. 

(u, v) = (x + y, x — y) óu = x + y,v = x — y 


y 

j (x,y) 

V 

-' (x+y,x-y) 

/ 

z 

X 

, 

u 

Fig. 4.3 r x 

\ 

y 

_i 


Example 28 La regla que a cada número real t le asigna el vector (t,t 2 , 1 — í) 
de R 3 es una función de R en R 3 (figura ###). Escribimos f ( t ) = (t, í 2 ,1 — t). 
Llamando x, y, z a las variables dependientes tenemos 

( x,y,z ) = (M 2 ,1 - í) 

de donde 

x = t 
y = t 2 
z = 1 — t 

( _ y \ 

\ x 2 + y 2 ’ x 2 + y 2 ) 


Example 29 / (x, y) 

(0,0)- en R 2 . 


es una función de R 2 - sin el 
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En general, una regla cualquiera define una función, sin tomar en cuenta los 
elementos que no tienen irnágen y restringiendo la regla de modo que a cada 
elemento del dominio le corresponda una sola irnágen. Por ejemplo, la regla 
/ (x, y) = \Jx — y es una función restringiendo el dominio al subconjunto de 
R 2 donde x — y > 0 (pues si x — y < 0, el elemento (x,y) no tendría irnágen). 
Por conveniencia, decimos que / (x, y) = \Jx — y es una función de R 2 en R, 
sobreentendiendo que el dominio es el mayor subconjunto de R 2 donde la regla 
tiene sentido. 


4.2 COMPOSICION DE FUNCIONES 

La composición de funciones / y g, cuando / (x) está en el dominio de g, se 
define por 

(9° f) (x)=g(f(x)) 

(es decir, toma la irnágen por g. de la irnágen de x por /). 

Notemos que si / es de R n en R s y g de R s en R rn ; la composición g o f es 
de R n en R m . Es decir 

/ : R n —> R s ,g :R s —> R m => g o f : R n — > R m 


g(f(x)) 

Fig. 4.4 



Example 30 Si f (í) = (í , í 2 , í 3 ) y g (x, y , z) = xy + z, entonces la composición 
de f y g -en ese orden- es 

(g°f) (t) =g(f(t)) = g (t,t 2 ,t 3 ) = (t) (í 2 ) + (t 3 ) = 2t 3 (ver figura ###) 

Example 31 Si f (x, y) — x + y y g (x) = (x, x 2 ), la composición de f y g -en 
ese orden- es 

(.9 ° /) {x, y) = g(f {x, y)) = g{x + y) = (x + y , (x + yf^j (ver figura ###) 
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Fig. 4.5 



4.3 LIMITE Y CONTINUIDAD 

Los conceptos de límite y continuidad para funciones de una sola variable trata¬ 
dos en el Cálculo I se generaliza de una manera natural a funciones de varias 
variables. 

En el Cálculo I, cuando a medida que x se aproxima a a, las imágenes / (x) 
se aproxima a L, se dice que el límite de / cuando x tiende a a es L y se escribe 

lim f (x) = L 

x—>a 


4.3.1 Definición de Límite 

La definición de límite para funciones de varias variables se expresa así: 

Con / : R n —» R m (función de R n en R m ), si a medida que x (vector 
de R n ) se aproxima a a (vector de R n ), -es decir, si \x — a\ es cada vez más 
pequeño- las imágenes / (a:) (vectores de R m ) se aproxima a L (vector de R m ) 
-es decir, si | f (x) — L\ se hace cada vez más pequeño- se dice que el limite de / 
en a es L y se simboliza por 

lim f (x) = L 

x—>a 

Para el caso particular de funciones de R m en R n (curvas, estudiadas en el 
capítulo anterior) el límite se calcula fácilmente por 

lim f (x) = lim (/i (x) ,f 2 (x),--‘ ,Jn (x)) 

x—>a x—>a 

= lim /i (x) , lim f 2 (x) , • • • , lim f n ( x ) 


Example 32 Si f (x) = ( x 2 — 2x, 3x — l) , entonces 


lim/ {x) 

X—> 1 


limar — 2x, lim3x — 1 


(1-2,3-!) = (-1,2) 
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En general, para funciones de varias variables, esto se cumple. Por ejemplo, si 
f ( x , y ) = ( x 2 — y, xy — y 2 ), entonces 

lim f (x.y) = lim (x 2 —y,xy — y 2 ) 

= (l 2 — 2,1 - 2 — 2 2 ) = (—1, —2) 

Esto significa que a medida que (x, y) se aproxima a (1, 2), las imágenes f (x, y) 
se aproxima a (-1,-2). 

4.3.2 Definición de continuidad 

La definición de continuidad para funciones de varias variables es similar a la 
definición para funciones de una sola variable. 

Se dice que / : R n —» R m es continua en a (vector de R n j si 

lim/ (x) = / (a) 

x—>a 

Si / es continua en cada punto de un conjunto, se dice que / es continua en 
dicho conjunto. 

Example 33 Como para f (x, y) = ( x 2 — 2x, 3x — l) se tiene lim / (x, y) — 

(*.»)-»( i. 2 ) 

(—1,-2) y además, f (1,2) = (-1,-2); entonces f es continua en (1,2). En 
general se tiene que si 

. i™ / (x, y) = f (a, b) 

(x,y)—>(a,b) 

para todo (a, b) de R 2 , entonces f es continua en todo el plano R 2 y recíproca¬ 
mente 


4.4 DERIVADA DE FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 


Las derivadas de funciones de una sola variable como las estudiadas en el Cálculo 
I y en el capítulo anterior, se generalizan para funciones de varias variables de 
la siguiente manera: 

4.4.1 Definición 

Si / : R n — * R m (función de R n en R m ), se dice que / es derivable en X 
-vector de R n - si hay una matriz A tal que 

f(X + H) = f(X) + AH + r(H)H y 

lim r (H) = 0 l 4 - 1 ! 

H^O 

La matriz A, de orden m x n, se llama la derivada de / en X y también se 
simboliza por / — (X) ó Df (X). El resto r ( H ) es también una matriz m x n. 
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Example 34 Si f ( x ) = x 2 , evaluando en x + h tenemos 

f (x + h) = (x + h ) 2 

= x 2 + 2 xh + h 2 = x 2 + 2 xh + hh 
= f (x) + 2 xh + r(h)h 

con f (x) = x 2 , r (h) = h por comparación con (1) y con 

lim r (h) = lim h = 0 
h—> o 

entonces, por comparación con (1), tenemos que la derivada de f en x es 

A = 2x o f (x) = 2x 

(notemos que A = 2x es una matriz 1 x lj. 

Notación. De la expresión f (X + H) = f ( X ) + AH + r (H) H se ve que 
los vectores de R n (dominio de /) deben escribirse como vectores columna nx 1 
y los vectores de R m (codominio de /) deben escribirse como vectores columna 
m x j. Esto se hará siempre que se determine la derivada A de f según la 

definición. Así, (x, y) se escribirá como 

Example 35 Según la definición, hallar la derivada de f (x,y) = 3x — y 2 . 
Como f es una función de R 2 en R, su derivada es una matriz 1x2, entonces 

conviene escribir a (x,y) como vector columna 2x1, es decir como 
Evaluando f en ( X ^ | tenemos 

V y + k J 

f ^ X y J +¡~ ^ = 3 (x + h) — (y + kf = 3x + '3h — y 2 + 2 yk + k 2 
expresando en la forma (4-1) 

3x — y 2 + 3h — 2 yk — kk 

3x — y 2 + (3, —2y) ^ £ ) + (0,-fc) ( \ ) 
f {y ) +(3,_%) ( k ) +r(/l,fc) ( k ) ; 

(con r ( h , k ) = (0, —k)) y como 

lim r (H) = lim r (h, k ) = lim (0, —k) = (0, 0) 

H^O (h,k)—>(0,0) (h,k)—>(0,0) 

Entonces, comparando con (4-1), la derivada de f es 

f (x,y) = (2, -2 y) 





En particular, la derivada de f en ( 1,1) es 


/'(1,1) = (3,-2) 
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4.5 DERIVADAS PARCIALES 


Si 2 = / (xi, X 2 , ■ ■ ■ ,x n ) es una función de R 11 en R , entonces la variable z 
depende de las variable independientes X\, X 2 , ■ ■ ■ , x n . Al límite, cuando existe, 

f (X i,-- - ,Xi + h, ■■■ ,X n ) - f (X ,Xi, - ■■ ,x n ) 

lim--- 

h—>0 h 


se llama derivada parcial de z con respecto a Xi y se simboliza por 
Es decir, 


dz , df 
dxi dxi 


df v f(xi,---,xi + h,---,x n )-f(xi,---,xi,---,x n ) 

= lim- - - (4.2) 

oxí h—>o h 

Como se ve, esta derivada parcial es el límite de la función incrementada en Xi, 
menos la función sin incrementar, sobre el incremento y cuando el incremento 
tiende a cero. Esta derivada parcial da aproximadamente la relación que hay en¬ 
tre una pequeña variación h en la dirección de x,; y la variación que esto produce 
en las imágenes al variar / (xi, ■ ■ ■ , x¿, • • • , x n ) hasta / (xi, • • • ,Xi + h, ■ ■ ■ , x n ). 

De la definición (4.2) se ve que la derivada parcial con respecto a x¿ es la 
derivada ordinaria con respecto a x¿, manteniendo a las demás variables como 
constante. 


d f d f 

Example 36 Hallar , —- si f (x, y) = 2ar — 3 xy + 1. 
ox ay 

Derivando con respecto a x, manteniendo y constante, tenemos 


dx 


4x — 3 y 


y derivando con respecto a y, manteniendo x constante, tenemos 


d_l 

dy 


= —3x 


4.6 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SU¬ 
PERIOR 

Como una derivada parcial es otra vez una función de varias variables, podemos 
derivarla nuevamente y así obtenemos la segunda derivada parcial; así sucesiva¬ 
mente se obtienen las terceras derivadas parciales, etc. Estas derivadas parciales 
se simbolizan por 

d_ fd¿\ = S 2 / d_ f df \ = d_ fdf \ = d 2 f . 

dx \dx J dx 2 ’ dy \dx) dydx ’ dy \dy) dy 2 ! 
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Example 37 Hallar todas las segundas derivadas parciales de f (x,y) 
sin a:. 

Como 


d¿ 

dx 


cosa: 


a 2 / 

dx 2 


— sinx 


d 2 f 

dydx 


= 3 y 2 


xy 3 + 


y como 


9 ¿ 

dy 



6a :y , 


d 2 f 

dxdy 


3 y 2 


En este último ejemplo se a obtenido 


d 2 f d 2 f 


es decir las derivadas 


dxdy dydx 

cruzadas son iguales. Esto siempre ocurre cuando una de ellas (y por tanto, 
también la otra derivada cruzada) es continua. 


d j 

Notación. Si / depende sólo de x se escribe —, mientras que si / depende 

dx 

df 

además de otras variables se escribe ——, para representar la derivada de / con 

dx 


respecto a x. 

El cálculo de la derivada de una función de varias variables, se sim¬ 
plifica enormemente en la mayor parte de los casos. Cuando todas las primeras 
derivadas parciales son continuas, la derivada de una función / : R n —> R m 
(función de R n en R m ) es una matriz m x n cuya iésima fila está constituida 
por las derivadas parciales de la iésima variable dependiente con respecto a cada 
una de las variables independientes. (Ver ejercicio 43). 

Así, f (x, y) = ( u , v) (función de R 2 en R 2 , su derivada es una matriz 2x2). 

entonces 


donde 


f {x,y) = 

-1 

53 P 

_i 

du 

du 

Ux ~ dx' Uy ~ dy' 6tC 


Si f(x,y) 
entonces 


( u,v,w ) (función de R 2 en R 3 , su derivada es una matriz 3x2), 


f (x, y) 


u x V/ 

v x Vy 
w x Wy 


Si z = f (x\,X 2 , • • • , x n ) (función de R n en R , su derivada es una matriz lxn), 
entonces 


/ dz dz dz \ 

\dx\ dx 2 ' 1 dx n ) 


(4.3) 


En particular la derivada (4.3), derivada de una función de R n en R, se llama 
también gradiente de la función. En general, a la derivada de una función / 
de R n en R m se la llama también matriz jacobiana de /. 
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Example 38 Calcular el gradiente de z = x 2 — xy 2 . 

Su gradiente es 

*'=(£•! )=( 2 *-» 2 .- 2 *») 

Example 39 Calcular la derivada de f (x, y) = (x eos y, x sin y). 
Su derivada es 


eos y —x sin y 
sin y x eos y 

(con f (x,y) = (x eos y, x sin y) = ( u,v); es decir u = xcos y, v = a: sin y,). 

El Hessiano de una función / : R n —> R es la segunda derivada de /. 
Notemos que la primera derivada es una función de R n en R n dada por 

f (x 1 ,X 2 ,--- , x n ) = (fxn fx 2 ) ■ ' ■ ) fx n ) 

Por tanto, la segunda derivada, es decir; el Hessiano de /, es una matriz n x n 
y está dada por 


/' (x,y) = 


u x 

v x 


f" (■ X\,x 2 , • • • ,x n ) = 


fx lXl fx i 
fxix\ fx 2X2 


fxiX n 

fx2Xn 

f XnXn 


Notemos que la fila iésima del Hessiano está constituida por las derivadas par¬ 
ciales de la iésima componente de la primera derivada con respecto a cada una 
de las variables independientes. 

Frecuentemente, el Hessiano de / (x\,x 2 , ■ ■ ■ ,x n ) también se simboliza por 
H (xi,x 2 ,--- ,x n ). 


Example 40 Calcular el Hessiano de f (x, y , z) = x 2 + y 2 z 2 . 
Como la primera derivada es 

f ( x , y, z) = (2x, 2 yz 2 , 2 y 2 z) 


El Hessiano de f es 


H ( x,y,z ) 


2 0 0 
0 2 z 2 4yz 

0 4 yz 2y 2 


4.7 REGLA DE LA CADENA 

La Regla de la Cadena permite expresar la derivada de una función compuesta 
en términos de las derivadas de sus funciones componentes. 
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Si / es una función de R n en R m y g una función de R m en R s se puede 
componer / con g y obtener una función g o f de R n en R s ; es decir 

f :R n —> R m , g:R m —> R s 

entonces 

gof:R n -^R s 

En estas condiciones: 

La derivada de g o / en el punto X (matriz s x n) es igual al producto 
matricial de la derivada de g en f (X) (matriz s x m) por la derivada de / en 
X (matriz m x n). Es decir 

{gof)'{X)=g'{f{X))f'{X) 



Example 41 Si f (i) = (.x ( t ), y (t)) y g (x, y) = (u (x, y ), v {x, y)). 
Por una parte 

du 

0 9 0 /)' (*) = 

. dt . 


Por otra parte 


g (x,y)of (t) 


" du 

dx 

dv 

. dx 


1 [~ dx 1 



dy 1 L dt J 


Aplicando la Regla de la Cadena tenemos: 


' du 1 f du du 1 r ¿x 1 I" du dx du dy 

dt = dx dy dt = dx dt dy dt 

dv dv dv dy dv dx dv dy 

. dt . . dx dy . . dt . . dx dt dy dt . 


Igualando componentes obtenemos fórmulas sumamente útiles para 


du dv 
dt ’ dt 


du 

dt 


du dx 
dx dt 


du dy 
dy dt 


dv 

dt 


dv dx 
dx dt 


dv dy 
dy dt 
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4.8 DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS 

En general, haciendo las restriciones debidas, un sistema de ecuaciones define 
una función implícitamente. 

Example 42 Dado el sistema 

u + v — z + 3x 2 — y + 10 = 0 
2 uv — z 2 + xy+ = 0 

En este sistema de dos ecuaciones existen cinco variables. Notemos que dando 
valores a tres de las variables (digamos x, y, z) se obtiene un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas (u, v en este caso), resolviendo el sistema se 
obtienen los valores de u, v correspondientes a los valores asignados a x, y, z. 
Luego, el anterior sistem se puede considerar como función de R 3 en R 2 que a 
cada ( x,y,z ) de R 3 le asigna un (u,v) de R 2 . 



r x 


Para derivar una función implícita (que puede estar definida por un sistema 
de ecuciones) no es necesarias las variables dependientes en términos de las 
independientes. Esto se muestra en el siguiente ejemplo: 

Example 43 Si 

u + v — z + 3x 2 — v + 10 = 0 , 

2 uv — z 2 + xy + 3 = 0 

Calcular la derivada de la función implícita definida por este sistema, con¬ 
siderando a x, y, z como variables independientes y a u, v como variables 
dependientes. 

La derivada es la matriz 2x3: 



Para calcular esta matriz procedemos de la siguiente manera: Derivando cada 
una de las ecuaciones del sistema (1) con respecto a x y teniendo en cuenta que 
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u, v son variables dependientes de x: 


du 

dx 



„ du „ dv 
2v— +2 u— +y 
dx dy 


O 

O 


Resolviendo por el método de Cramer (o método de los determinantes) se tiene: 


—d>x 1 


du 

-y 

2 u 

— 12 xu + y 

dx 

1 

1 

2 u — 2v 


2v 

2 u 



1 

—6x 


dv 

2v 

-y 

—y + 12xv 

dx 

1 

i 

2 u — 2v 


2v 

2 u 



Derivando cada una de las ecuaciones del sistema (1) con respecto a y, y re- 

, . du dv , 

solviendo para — y — se obtiene 
dy dy 


du 2 u + x dv —2x — 2v 

dy 2u — 2v ’ dy 2 u — 2v 


Finalmente, derivando el sistema (1) con respecto a z, y resolviendo para — y 

dz 

dv , 

— se obtiene 
dz 

du 2u + 2z u + z dv —2 z + 2v —z + v 

dz 2u — 2v u — v ’ dz 2u — 2v u — v 

Reemplazando los valores obtenidos en la matriz dada por (2) se obtiene la 
derivada de la función implícita definida por el sistema de ecuaciones (1). 


4.9 DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS 

Si / es una función de R n en R m , haciendo las restricciones necesarias, en 
general existe su función inversa f^ 1 (es decir, si / (x) = y , entonces f~ 1 = x). 

La derivada de / (función de R n en R n ) es una matriz cuadrada n x n y la 
derivada de la función inversa / -1 es también una matriz n x n; más aun, es la 
matriz inversa de la matriz derivada de /. 

Es decir, 


Df 1 (y) = (Df (x)) 1 con f{x)=y 
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Rn 


Rn 

Rn 


Rn 


f 


/ \ 

L 




•*. 






f(x)=y 



X 


y=f (x) 


Fig. 4.10 


Example 44 Si f(r,0) = (r eos 9,r sin 9); o lo que es lo mismo, x = rcosO, 
y = r sin 9; calcular Df -1 . Como 


Df(r,9) 


eos 6 —r sin 0 
sin 9 r eos 9 


entonces tomando la inversa de esta matriz, se obtiene 


Df 1 {x,y) 


eos 9 

r sin 9 

- 1 _ 1 

r eos 9 r sin 9 

sin 9 

reos 9 

r 

— sin 9 eos 9 


donde, por supuesto 


x = r eos 9 
y = r sin 9 

4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

El Teorema del Valor Medio para funciones de una variable, se generaliza a 
funciones de dos variables de la siguiente manera: 

4.10.1 Teorema del valor medio 

Si f (x, y ) es continua en una región errada (es decir, que contiene a su contorno) 
y si las primeras derivadas parciales existen en la región abierta (es decir, ex¬ 
cluidos los puntos del contorno) se tiene: 

/ (x 0 + h,y 0 + k) - f (x 0 , y 0 ) = hf x ( x 0 + Oh, y 0 + Oh) + kf y ( x 0 + Oh, y 0 + Oh) 
con 

0 < 9 < 1. 

Notemos que (eco + Oh, yo + Oh) es un punto que está en la línea que une (xo, yo) 
con (xo + h, yo + k). 

El teorema de Taylor para funciones de una variable también se extiende a 
funciones de más variables. En particular, tenemos: 
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4.10.2 Teorema de Taylor 

Si todas las primeras n-ésimas derivadas parciales de f (x, y) son continuas en 
una región cerrada y si las (n + l)-ésimas derivadas parciales existen en la región 
abierta, se tiene: 

id d\ lid dY 

f{x 0 + h,y 0 + k) = f( x O’yo)+\h^ + k—J(x 0 ,yo)+y[h— + k—J 

lid d\ n 
+ ^( h di + ll di) /(x »’ w) + ñ ” 

donde el resto R n está dado por 

Rn = ~y + iy. { h d¿ + k dy) 1 {xo + eKyo + ek ^°< 6 < ???? 
donde, además, se 1ra usado la notación operacional 




f(xo,yo) 
f {xo, y 0 ) 


h f x (x 0 ,yo) A kf y (x 0 ,yo) 

yy + 2hk a y + 

\ ox z oxoy oy z J 

k fxx (xo, yo) A 2hkf yx (^Oi yo) A k~ fyy (xq, yo) 


i d d\ n 

En general h— —I- k— se desarrolla formalmente según el teorema del bi- 

\ dx dy J 

nomio. Ver ejercicio 41. 


4.11 DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 

La diferencial de una función de varias variables, de R n en R, es una gener¬ 
alización del mismo concepto que se tiene para funciones de una sola variable. 
Por ejemplo, si z = z (x, y), entonces 

Az = z (x + h, y + k) — z ( x , y) (1) 

se llama incremento de z. Si la función z = z(x, y) tiene derivada, entonces 

su derivada es ( ^ | y además: 

\dx dyJ J 

z{x + h , y + k)-z(x,y)=(^,^j ( h k )+(rr,r 2 )( £ ) (2) 

donde (ri, r 2 ) es el resto que tiende a cero cuando (h, k) tiende a (0,0). Es decir, 
multiplicando en (2) 

dz Oz 

z(x Ah,y + k) — z (x, y) = t— h + —k + nh + r 2 k (3) 

dx dy 


f (xo,yo) H-h 
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A la suma de los dos primeros términos del segundo miembro de (3) se llama 
diferencial de z y se representa por dz ; además, también suele escribirse dx en 
lugar de h y dy en lugar de k. Es decir: 

r)z Oz 

' fe= gí' fe+ sr i! ' (4) 

La diferencial de z tiene una interesante propiedad: Del hecho de que 
tiende a cero cuando (h, k) tiende a (0, 0) se ve que cuando h = dx, k = dy son 
pequeños, los valores del incremento A z y la diferencial dz son aproximadamente 
iguales. 

La diferencial para funciones de más variables se generaliza fácilmente. Así, 
por ejemplo, si w = w (x, y, z ), entonces 


dw dw dw 
dw = -¿—dx + ——dy + —~dz 
dx ay oz 


Example 45 


Si z = x 2 + xy + y 2 ; entonces 


dz dz 

dz = — dx + —dy = (2x + y) dx + (x + 2y) dy 
dx oy 


Example 46 Si en un rectángulo de base 5 y altura 2, se aumenta su base en 
0.1 y la altura en 0.2; el área aumenta aproximadamente en (siendo A = bh) 


8 A 8 A 

dA = -7-db + —dh = hdb + bdh 
8b dh 


ya que los valores iniciales son 6 = 5, h — 2 


dA = 2db + 5 dh 


Como db = 0.1 y dh = 0.2; se tiene 


dA = 2(0.1) + 5(0.2) = 1.2 


(El aumento exacto del área está dado por 


A (5.1,2.2) - A (5,2) = 11.2 - 10 = 1.22 


4.12 EJERCICIOS RESUELTOS 

FUNCIONES, IMAGENES, COMPOSICION 

1. Si / (x, y) = x 2 — y 2 + 2xy, hallar a) / (1, —1), b) f (a + b,a — b). 

Solución, a) Como í(x,y) = x 2 — y 2 + 2xy, entonces / (1, —1) = 1 — 1 + 2 = 
2 . 

b) / (a + 6, a — 6) = (a + 6) 2 — (a — 6) 2 + 2 (a + 6) (a — 6) = 4a6+2a 2 —26 2 . 
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2. / (x, y) = (x + y, xy), hallar a) / (2, —2) b) la imagen de la recta x = 2. 
Solución. Como / (a;, y) = (x + y, xy), entonces / (2, —2) = (2 + (—2), 2 (—2)) 
(0,-4). 

b) Un punto cualquiera de la recta x = 2 es (2 ,y), la imagen de este 
punto es / (2, y) = (2 + y, 2y). Llamando u, v a las variables del dominio 
tenemos: 

/ (2,2/) = (2 + y, 2y) = (w, v) => u = 2 + y , v = 2 y 

eliminando y de las dos últimas ecuaciones obtenemos v = 2u + 4. Por 
tanto, la imagen de la recta x = 2 es la recta v = 2u — 4 (Fig. ###). 


A 


2 

x=2 

Fig. 4.11 


! v 

v=2u-4 


u 


3. Si f (x,y) = (x,y — x), hallar la imagen del triángulo de vértice (0,0), 

(1,0) y (0,1). 




Solución. Para tener una idea inicial de la imagen, hallemos la imagen de 
los vértices: 

/ (0,0) = (0,0) ; / (1,0) = (1,-1) y / (0,1) = (0,1) 

Ahora, hallemos las imágenes de los lados del triángulo. 

La imagen del lado x = 0, 0 < y < 1: 

/(0, y) = (0,í/) = {u,v)] 
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es decir u = 0 y v = y. Como 0 < y < 1. La imagen es el segmento u = 0, 
o << v < 1. 

La imagen del lado y = 0, 0 < x < 1: 

f (x, 0) = (x,-x) = (u,v) ; 

es decir u = x, v = 1 — 2x. O sea, el segmento, v = 1 — 2 u, 0 < u < 1. 
Entonces, la imagen del triángulo dado es otro triángulo, cuyos lados y 
vértices se han determinado (figura ###). 

4. Indicar gráficamente el dominio de la función / (x,y) = fxy. 



Solución. El dominio de / está formado por los pares (x, y) para los que 
tiene sentido la expresión. xy ; y esto ocurre si y ^ 0 , xy > 0 , es decir 
x>0yy>0óx<0yy<0. 

La gráfica del dominio se muestra en la figura ### (parte sombreada). 

5. Indicar gráficamente el dominio de / (x, y,z,) = ln (z 2 — x 2 — y 2 ). 

Solución. El dominio de / está formado por los puntos (x, y, z) del espacio 
para los que existe ln (z 2 — x 2 — y 2 ); esto ocurre siempre que z 2 —x 2 —y 2 > 
0 ó z 2 > x 2 + y 2 . 

Como z 2 = x 2 + y 2 representa a los puntos de un cono, entonces teniendo 
en cuenta que para (0,0,1) -un punto interior del cono- se cumple la 
desigualdad z 2 > x 2 + y 2 , deducimos que el dominio de la función es el 
interior de dicho cono (figura ###). 


6 . 


Hallar la preimágen del punto (4, 3) según la función / (x, y) = (xy, x — y). 
Solución. La preimagen de (4,3) son aquellos pares (x, y) tales que / (x, y) = 


(4, 3) ó (xy,x 


y) = (4, 3) de donde 2 ^ ^ 


y, resolviendo el sistema: 


xi = 4, yi = l 
X2 = -1, 2/2 = -4 


Luego, la preimágen de (4,3) son los puntos (4,1) y (—1,4). 
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7. Si / : R 2 —> R, la curva de nivel correspondiente al valor c es la preimagen 
de c según la función dada; es decir aquellos puntos (x, y) para los que 

/ (x, y) = c. Graficar las curvas de nivel de la función / (x, y) = —^- = 

a+ + y ¿ 


correspondientes a los valores c = 0 , 1 , — 1 , 


2x 


Solución. Si c = 0, entonces de / (x, y) = -„ = 0 se tiene x = 0 en 

a+ + y z 

(x,y) ± ( 0 , 0 ). 

2 a; 


= 1 se tiene (x — 1 ) + y 2 = 1 en (x, y) ^ 

2 a; . , >2 o 

—~. = —1 se tiene (x + 1 ) + y = 1 en 
x ¿ + y ¿ 


Si c = 1, de / (x, y) = ^ + ^ 

( 0 , 0 ). 

Si x = - 1 , de / (x,y) = 

(x,y) í (0,0). 

2x 1 

Si c= de f(x,y) = ‘ 9 = - se tiene (x - 2) 2 + y 2 = 4 en (x,y) ± 

x ¿ + y- ¿ 

( 0 , 0 ). 

Es decir, la preimagen de c = 0 es la recta x = 0 si el origen. 

La preimagen de c = 1 es la circunferencia ( x — l ) 2 + y 2 = 1 si el origen, 
etc. Las preimágenes o curvas de nivel se muestran en la figura # 7 ^^. 



8 . Hallar, si es posible g o /: a.) f (x, y) = (x l y, 2x — y) , g (x, y) = x + 3y — 1. 

b) / (x,y) = x 2 +y 2 , g (x) = ( 1 - a;, a ; 2 + l). 

Solución, a) Como f : R 2 R 2 y g : R 2 R entonces gof : R 2 —> R está 
dado por gof (x, y) = g (/ (a;, y)) = g (x + y,2x - y) = x+y+3 (2x - y )-1 
es decir; g o / (x, y) = 7x — 2y — 1. 

b) Como / : R 2 —> Ry g : R —> R 2 entonces gof:R 2 —>R 2 está dado por 
g° f{x,y) = f(f(x,y)) = f (x 2 + y 2 ) = (l-x 2 - y 2 , (x 2 + y 2 ) 2 + l). 

LIMITE Y CONTINUIDAD 

9. Hallar el límite de a) / (x, y) = x 2 +y 2 en (0, 0) b) / (x, y) = (a ; 2 + y, x + y 2 ) 
en ( 1 , 2 ). 

Solución, a) lim / (x, y) = lim (a ; 2 + y 2 ) =0 + 0 = 0. 

O,y)=0 (x,y)->0 
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b) lim / (x, y) = lim (a; 2 + y, x + y 2 ) = (l 2 + 2,1 + 2 2 ) = 

(z,y)->( 1,2) (x,y)—>(1,2) 

(3,5). 

X 

10. Mostrar que / (x, y) = - no tiene límite en (0, 0). 

x + y 

Solución. Vamos a aproximarnos a (0, 0) por las rectas de la forma, y = 
kx. En estas condiciones: 


f(x,y) = 


1 


1 


kx 


-- =>■ lim (x, y) = - -- 

x -\- k (x,y)— >(o,o) 1 4“ k 


Esto dice que si a (0, 0) nos acercamos por la recta y = kx ocurre que 
f (x,y) se acerca a j+k- Y como este valor depende de k, el límite de 
/ ( x , y) en (0, 0) no existe. 

2 2 
x^ — y* 

11. Si f(x,y) = — - -, determinar lim lim/ (x, y), lim lim/ (x, y). Qué 

X 2 _|_ y- X—>0y—>0 ' y —>0x—>0 

puede decirse sobre lim (x,y)7 

(x,y)^( o.o) 

Solución. Calculando tenemos: 

X 2 2 y.2 

lim lim f (x, y) = lim lim ^ = lim — = 1 

x^Oy^O x^Oy^Ox 2 + y~ x^O X 2 

2 2 2 

lim lim / ( x, y) = lim lim —- ^ = lim —— = — 1 


y—>0x—>0 


y^0x^0x z + y ¿ y—»0 y ¿ 


Esto dice que si a (0,0) primero nos acercamos verticalmente (y —> 0) y 
después horizontalmente (x —> 0), / (x, y) se acerca a 1. Por otra parte, si 
a (0,0) primero nos acercamos horizontalmente (x —> 0) y luego vertical- 
mente (y —> 0), ocurre que / (a:, y) se acerca a -1. Por tanto, el límite de 
f (x, y) en (0,0), lim (a;, y); no existe. 

(x,y)^(0,0) 

12. Es continua en (0,0) la función definida por 

f(x,y) = í A? ’ ^ (°’°) 

M 1 0 ; (x,y) ^ (0,0) 


Solución. Con x = ky, tenemos: 

lim 


~ = JÜUw+i ‘ ~ 


/c 2 + l 


Por tanto, como / (0,0) = 0 ^ - = lim (x, y) con x = ky. Esto 

+ C,y)^(o,o) 

dice que la función no es continua en (0, 0). 

DERIVADA SEGUN LA DEFINICION 

13. Mostrar que si / (a;) es una función de R en R, su derivada 

f (x + h) — f (x) 


f ( x ) = linr ' 
h—> 0 


h 
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es un caso particular de la definida por / (x + h) = f (x) + Ah + r ( h ) h, 
escribiendo: 

A + r(h) = ÍWtLlM 

h 

y tomando límites cuando h tiene a cero, tenemos: 

■4+limrW=lim /(l + '‘C /W 
h—> 0 h —^0 h 

y como limr (. h ) = 0, se obtiene: 
h—> 0 


Á = lim LWlzIM = f{x) 

h—>0 h y 1 


14. Según la definición, hallar la derivada de: a) / (x) = 2x 2 + 3x , b) 
/ (x,y) = 3y - xy + 3. 

Solución. Evaluando / en x + h tenemos 

/ (x + h) = 2 (a: + h ) 2 + 3 (x + h) = 2x 2 + 4a:/i + 2 h 2 + 3x + 3h 
f (x + h) = {2.x 2 + 3x) + (4a;/i + 3/i) + 2/r 
/ (a: + h) = f (x) + (4a; + 3)h + (2 h) h 


comparando conla definición, tenemos r (H) = 2h. Como lim r (H) = 

H^O 

lim2 h = 0 se tiene que la derivada de / en x es A = 4x+3 ó f {x) = 4a:+3. 

h—> 0 

b) Partimos de 


/ 


í x + h\ 
\y + k) 


3 {y + k) — {x + h) (x + k) + 3 (evaluando en x + h,y + k) 


= (3 y -xy + 3) + {-y, -x + 3) 


x + h 
■y+ k 


= f 


= 3 y + 3 k — xy — xk — yh — hk + 3 

£)+ ( -M)(£ 

h\ , , „ s /h 
k 


+ {-y,-x + 3) 


comparando con la definición tenemos r {H) = (—fc, 0). Como se tiene 
lim r (ií) = lim (— k, 0) = (0,0) => /' (x, y) = (— y, — x + 3). 

H-> 0 (/i,fc)->( 0,0) 

Nota. Recordemos ciue por conveniencia en la notación del cálculo de 
derivadas, a los vectores de R n los escribimos como vectores columna. 
También remarquemos que por ser / una función de R 2 en R , su derivada 
es una matriz 1x2. 


15. Según la definición, calcular la derivada de / (a:) = {x, x 2 ,1 — 2a;). 
Solución. Partimos de: 



x + h 


x + h 

f{x,y) = 

(x + h ) 2 

= 

x 2 + 2xh + h 2 


1 — 2 (x + h) 


\ — 2x — 2h 
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(evaluando en x + h) y comparando con la definición tenemos r (H) = 


0 ' 


' 0 ' 


' 0 ' 


h 

y como lim r (H) = lim = 

h 

= 

0 

; tenemos /' (a:) 

0 

0 h^O 

0 


0 


1 

2x 

-2 


Nota. Como / es una función de R en R 3 , su derivada es una matriz 
3x1. 


16. Calcular, según la definición, la derivada de 

f(x,y) = (x, y, x 2 + y 2 ) 


Solución. Partimos de 




x + h 


x + h 


y + k 

{x + h ) 2 + (y + k) 2 


y + k _ 




x + h 
y + k 

x 2 + 2 xh + h 2 +y 2 + 2 yk + k 2 


X 


1 

0 


h 


' 0 

0 " 

r 

y 

= 

0 

1 


+ 

0 

0 


x 2 + y 2 


2a; 

2 y . 




h 

k 

■ 




1 0 




' 1 0 " 


X 

+ 

0 1 


h 

+ 

0 1 


y 


2x 2 y 


K, 


h k 

- 


h 

k 

h 

k 


y comparando con la definición tenemos: 


lim r (H) = lim = 
H-* o h-> o 


' 0 

0 " 


' 0 

0 ' 

0 

0 

= 

0 

0 

h 

k 


0 

0 


r ( H) 


0 0 
0 0 
h k 


se sigue que 


y como 


/' (x, y) 


1 0 
0 1 

2x 2 


Notemos que como / es una función de R 2 en R 3 , su derivada es una 
matriz 3x2. 


17. Calcular la derivada de / (x,y) = (a; eos y, a; sin a;). 

Solución. Como / es una función de R 2 en Rr, su derivada es una matriz 
2x2. Entonces con 


u = xcosy , v = xsiny; 


U x 

Uy 


eos y 

—x sin y 

v x 

Vy _ 


sin y 

xcosy 


tenemos 


f (x,y) 
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18. Calcular la derivada de / (x, y ) = (x , y , a; 2 + y 2 ). 

Solución. Como / es una función de R 2 en R , su derivada es una matriz 
3x2. Entonces con u = x, v = y, w = x 2 + y 2 , tenemos: 

u x u y 1 0 

f'(x,y)= v x v y = 0 1 

w x w y 2x 2 y 

REGLA DE LA CADENA 

19. Si / (í) = (x (t) ,y (t)) y w = g (x, y) aplicando la regla de la cadena hallar 
una fórmula para dw/dt. 



Solución. Antes que nada notemos que / es función de i? en i? 2 y que g 
es una función de R 2 en R. 

Ademas, w depende de (x, y) y a su vez (x, y) depende de t. (ver diagrama 
4.1). 

Por una parte, como g o f es función de R en R, su derivada es 


(.9 0 /)' 



Por otra parte, el producto de las derivadas de g y / es: 

I" dx 1 

, , / dw dw \ ~j 7 í dw dx dw dy \ 

\ dx ’ dy ) dy \dx dt 1 dy dt) 

. dt . 


Aplicando la Regla de la Cadena, tenemos (g o /) = g' o f. Es decir 


dw 

dt 


dw dx 
dx dt 


dw dy 
dy dt 


Observación. Notemos que la derivada de w con respecto a t se obtiene 
” pasando” por las variables intermedias x, y de las cuales depende w, pero 
que a su vez depende de t. 
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20. Si / (x,y) = (u (x, y ), v (x, y)) y g(u,v) = z, aplicando la Regla de la 
Cadena hallar fórmulas para 


dz dz 
dx ' dy 


y « , i 

1 w 

g i 

z 

l s g - 

lv 

f r ' 


f ^ 





> 





V 

^ * z 

y 

r 

u 



r 


y 


d 


X 

d 

y 



Fig. 

4.18 


Fig. 4.19 


Solución. Primeramente notamos que / es función de R 2 en R 2 y que g 
es función de R 2 en R. Además 2 depende de (u, v) que a su vez depende 
de (x,y) (ver diagrama 4.2). 

Del diagrama 4.2 tenemos: 


ademas 


o sea 


(9 0 /)' 


í dz dz \ 
\ dx ’ dy) 


g'°f 


í dz <9^: \ 


du du 

dx dy 
dv dv 

dx dy . 


/ dz du dz dv dz du dz dv \ 
\du dx dv dx ’ du dy + dv dy) 


Aplicando la Regla de la Cadena tenemos (g o /)' = g' o f. Es decir, 


/ dz dz \ í dz du dz dv dz du dz dv \ 

\dx’ dy) \du dx + dv dx’ du dy dv dy) 

Igualando componentes obtenemos las fórmulas pedidas: 

dz dz du dz dv dz dz du dz dv 

dx du dx dv dx ’ dy du dy dv dy 

Observación. Notemos que la derivada parcial de z con respecto de x se 
obtiene "pasando” por cada una de las variables intermedias de las cuales 
depende z y que a su vez depende de x. Similarmente se procede para 
calcular la derivada de z con respecto a y. 
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21. Si f(x,y) = (u(x,y),v(x,y),w(x,y)) y g(u,v,w) = z, aplicando la 

dz dz 

Regla de la Cadena hallar fórmulas para —. —. 

dx ay 

Solución. Primeramente notemos que / es función de Rr en R 3 y que g es 
función de R 3 en R. Además, 2 depende de (u, v, w) que a su vez depende 
de (a ’,y). (ver diagrama 4.3). 

Del diagrama 4.3 tenemos 


Por otra parte 


G 9 0 /)' 


/ dz ¿tA 

\ dx ' dy J 


dz dz dz 


1 

53 

8 

53 

i_ 

du' dv' dw 


V x Vy 



W X Wy 


o 


dz du dz dv dz dw dz du dz dv dz dw 
di l dx dv dx dw dx ' du dy + dv dy dw dy 


Aplicando la Regla de la Cadena tenemos ( g o f)' = g' o /'. Igualando 
componentes en ( g o /) = g' o f obtenemos las fórmulas pedidas: 


dz 

dx 


dz du dz dv 
du dx dv dx 


dz dw dz 
dw dx \ ’ dy 


dz du dz dv dz dw 
du dy + dv dy + dw dy 


Observación. Notemos que la derivada de z con respecto a r se obtiene 
”pasando” por cada una de las variables intermedias u,v,w de las cuales 
depende z y que a su vez depende de x. De la misma manera se obtiene 
la derivada de 3 con respecto a y. 


22. Si f(x,y,z) = ( r,s ) y g(r,s) = (u,v), aplicando la Regla de la Cadena 
hallar fórmulas para 


du du du dv dv dv 
dx ’ dy ’ dz' dx' dy' dz 


Solución. Antes que nada notemos que / es función de R 3 en R 2 y g es 
función de R 2 en R 2 . Ademas ( u , v) depende de (r, s) que a su vez depende 
de (x,y,z). (ver diagrama 4.4). 

Del diagrama 4.4 tenemos 


(5 0 /)' 


U X Uy U Z 
V X Vy V z 


y por otra parte, 


g'°f = 


u T r x -\~ u s s x 

V r T x + V s S x 


u r 

Us 


v r 

v s 



U r Ty V UgSy 
V r Ty + V s Sy 


r x r y r z 

S x Sy S z 

u r r z + u s s z 
v r r z + v s s z 
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Igualando componentes en (g o f)' = g' o f obtenemos las fórmulas pedi- 


das: 

du 

du dr 

du ds 

du 

du dr 

du ds 

du 

du dr 

du ds 

_ = 

_J__ 

_ = 

__i__ 

_ 

—_ 

+ —— 

dx 

dr dx 

ds dx 

dy 

dr dy 

ds dy 

dz 

dr dz 

ds dz 

dv 

dv dr 

dv ds 

dv 

dv dr 

dv ds 

dv 

dv dr 

dv ds 

dx 

dr dx ds dx 

dy 

dr dy ^ ds dy 

dz 

dr dz 

ds dz 


Observación. Notemos que la derivada de una de las variables u ó v 
con respecto a una de las variables x, y o z se obtiene "pasando” por las 
variables intermedias r, s de las cuales depende u ó v pero que, a su vez 
depende de x, y ó z. 

du 

23. Si u = xy + y ; x = 2t 2 + 1 , y = 1 — 3t; hallar —. a) directamente, b) 
empleando la Regla de la Cadena. 

Solución, a) Componiendo las funciones tenemos: 

u = xy + y = (2 1 2 + l) (1 — 3f) = —6í 3 + 2í 2 — 6í + 2 

derivando: 

du 9 

— = —18í 2 +4Í + -6 

dt 

b) De acuerdo a la Regla de la Cadena, teniendo en cuenta que u depende 
de (x, y) que a su vez depende de í, (ver diagrama 4.5) 



obtenemos 


du du dx du dy 
dt dx dt dy dt 



du 

dy 


= x + 1 



dy _ 
dt 


con 
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tenemos 

du 

-77 = y (4í) + {x + 1) (-3) = Aty - 3x - 3 
dt 

y expresando en términos de t: 

^ = 4í (1 - 3í) - 3 (2í 2 + 1) - 3 = —18í 2 + 4í - 6 

, o o o , „ du dv 

24. Si x = t, y = t , z = t° ■, u = x y + z ; v = z — xy, hallar —, —. 

dt dt 

Solución. Notemos que (u, v) depende de ( x,y,z ) que a su vez depende 
de t (ver diagrama 4.6). 

Del diagrama 4.6: 


du 

du dx 

du dy 

du dz 

i _ 

dt 

dx dt 

dy dt 

dz dt 

dv 

dv dx 

dv dy 

dv dz 

i_ 

dt 

dx dt 

dy dt 

dz dt 


Las derivadas de los segundos miembros obtenemos de las ecuaciones 
dadas. Reemplazando: 

^ = (2 xy) (1) + (x 2 ) (2 1) + (1) (3í 2 ) = 4í 3 + 3í 2 


expresión en términos de t. 

^ = (- V ) (!) + (-*) (2í) + (2 z) (3 1 2 ) = 6 1 5 - 3í 2 
expresión en términos de t. 

dU dU 

25. Si U = x + y — z 2 ; x = 2u — 3s, y = u, z = 2 u 2 — v 2 , hallar ——, ——. 

ou ov 



Solución. Notemos que U depende de (x, y, z) que a su vez depende de 
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(u,v) (ver diagrama 4.7). 

Del diagrama 4.7. 

dU dU dx ^ dU dy + dU dz 

du dx du dy du dz du 

dU dU dx dU dy dU dz 

dv dx dv dy dv dz dv 

Derivando en las ecuaciones dadas y reemplazandos obtenemos: 
dTI 

—— = (1) (2) + (1) (v) + (-2 z) (4 u) = 2 + v - 8u (2 u 2 - v 2 ) 
du x 7 

dTT 

= (1) (-3) + (1) (u) + (-2 z) (—2v) = -3 + u + 4u (2 u 2 - v 2 ) 

DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS 

dz 

26. Si x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , calcular — 

dx 

Solución. Esta ecuación en tres variables define a dos como variables 
independientes y una como dependiente. Como se pide dz/dx, z es la 
variable dependiente mientras que x, y son las variables independientes. 
Tenemos en cuenta esto derivamos la ecuación con respeto a x: 

x > + ,? + S = íi» =» 2* + 0 + 2A=0 = — 

dx dx z 


27. Si 


calcular 


dy 

dx 


( x 2 — y 2 — z 2 — a 2 = 0 
\ x 2 y — y 2 z + xz 2 — a 3 = 0 



Solución. Este sistema de dos ecuaciones con tres variables determina 
a una de ellas como variable independiente y a las otras como variables 
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dy 

dependientes. Como se pide —- deducimos que x es la variable indepen¬ 
da: 

diente, mientras que y, z son las dependientes, (ver diagrama 4.8). 
Derivando el sistema con respecto a x: 


2 2 2 2 _ 2 2 i i 2 3 _ r\ 

x —y — z —a =0 , x y — y z + +xz — a = 0 

„ „ dy „ dz 9 dy „ dy 9 dz 9 „ dz 

2x — 2 y-¡- -2 z— = 0 , 2a :y + a: 2 -)-2 y-!-z — y — — b z 2 + 2xz — = 0 

dx dx dx dx dx dx 

Resolvemos para 

dx 


dy 


dz 


V fx +Z Tx =X ^dy 

(; x 2 — 2 yz) + \U2xz — j = — (2xy + z 2 ) ^ x 


- (2 xy - 


y 

x 2 — 2 yz 


de donde: 


dy x (2xz — y 2 ) + z (2a -y + z 2 ) 
dx y [2xz — y 2 ) — z (x 2 — 2yz) 


28. Si w = x (1 — y) y 


x 2 + y 2 + z 2 — 1 = 0 


, calcular 


dw 


x + y + ?>z-Q = Q ’ “ dz 

Solución. Primeramente notemos que w depende (x,y). Por otra parte, 
el sistema de todos ecuaciones con tres variables determina a una de ellas 
como variable independiente y a dos como variables dependientes. Como 

se pide —— deducimos que z es la variable independiente y, por tanto, 
dz 

(. x,y) depende de z. (ver diagrama 4.9). 

Del diagrama 4.9 tenemos: 


dw dw dx dw dy 
dz dx dz dy dz 


(1) 


de w = x (1 — y) obtenemos: 
sistema con respecto de x: 


dw 

dx 


= i - y , 


dw 

dy 


= — x y derivando el 


x 2 + y 2 + z 2 — 1 = 0 
x + y + 3z — 6 = 0 

resolviendo el sistema 


„ dx „ dy 
2x ——b 2 y-¡- + 2z = 0 
dz dz 
dx dy 

— + JL +3 = 0 
dz dz 


dx 

—2 z 2 y 
-3 1 

1 

1 

co 

1 

2x —2z 

1 -3 

z — 3x 

dz 

2x 2 y 

1 1 

x — y dz 

2x 2 y 

1 1 

x-y 


z 

) 2xz — y 2 

z 

2 xz — y 2 
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29. 


Finalmente, reemplazamos en (1) obtenemos: 
dw . 3y — z z-Zx 3 (x 2 ~ y 2 ) - (x - y + l) z + 3y 

-r- = (1 - y) -+ i-x) -= —- z - 

dz x — y x — y x — y 


Si 2 = U 2 + V 2 , 


x = U 2 - v 2 . , dz dz 

, calcular —, —. 
y = uv dx dy 


y 


1 

► -» 

u y z 

Fig. 4.25 


Solución. Notemos que z depende de (u,v). Por otra parte el sistema 
de dos ecuaciones con 4 variables determina a dos de ellas como variables 
independientes y a otras dos como variables dependientes. 
dz dz 

Como se pide —, — deducimos que (x,y) son las dos variables inde- 
dx dy 

pendientes mientras que (u, v ) son variables dependientes (ver diagrama 
4.10). 

Del diagrama 4.10 tenemos: 


dz dz du dz dv dz dz du dz dv 
dx du dx dv dx ’ dy du dy ^ dv dy 


de z = u + v , obtenemos: —— = 2 u, — = 2v. 

du dv 

Derivando el sistema con respecto a a: y resolviendo: 


2 2 
X = U — V 

y = uv 


„ du dv 

1 = 2 u— -2u — 

ox ox 

du dv 

0 = v— + ti¬ 
ra ox 


resolviendo el sistema de ecuaciones: 


( 1 ) 


du 

1 -2v 

0 u 

u dv 

2 u 1 

v 0 

—v 

dx 

2 u —2v 

v u 

2 ( u 2 + v 2 ) ’ dx 

2 u —2v 

v u 

2 (u 2 + v 2 ) 
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Derivando el sistema con respecto a y y resolviendo: 


2 2 
X = U — V 

y = uv 


„ „ du „ c/v 

0 = 2 u--2w — 

ay ay 
. <9z¿ cw 

1 = v-k- + u— 
dy ay 



0 -2v 




2 u 

0 

du 

1 u 


V 

dv 

V 

1 


dy 

2 u 

—2v 

u 2 + v 2 dy 

2 u 

-2v 

U 2 + V 2 


V 

u 


V 

u 



Reemplazando en (1) los valores obtenidos: 


dz 

dx 


(2i 


2(i 


- + (2i 


2(t 


dz 

*) 5 % 


( 2 «) 


r + (2r 


Simplificando 

dz u 2 — f 2 cb 4 wí; 

9a; u 2 + v 2 ’ 9y u 2 + v 2 


DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS. 


30. Calcular la derivada de la función inversa de / (x) = x 2 . 
Solución. Como Df (x) = 2x; entonces con y = a; 2 tenemos 


Df - 1 (y) = (Df (x)r 1 = ¿ 


1 

vü 


Observación. En este caso la función inversa y su derivada se pueden 
calcular directamente 


y = x 


= Vü 


dx 

dy 


1 

VS 


31. Calcular la derivada de la función inversa de / (x, y) = (x 2 


V 2 ,xy). 



Fig. 4.26 


Fig. 4.27 
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Solución. Hagamos u = x 2 — y 2 , v = xy. Teniendo en cuenta el diagrama 
4.11, la derivada de / es: 


U x 

Uy 


2x 

-2 y ' 

V x 

Vy _ 


y 

X 


Df = 

Por tanto, la derivada de la función inversa es: 


i _ 

2a: —2 y 

1 

x 2 y 


y x 

2 (a; 2 + y 2 ) 

-y 2x _ 


32. Si / (. x, y, z) = (ax, by, cz) calcular la derivada de la función inversa. 

Solución. Haciendo u = ax, v = by, w = cz, teniendo en cuenta el 
diagrama ##, la derivada de / es: 



u x 

Uy 

u z 


a 

0 

0 ' 

Df = 

V x 

Vy 

v z 

= 

0 

b 

0 


_ Wx 

Wy 

VJ Z 


0 

0 

c 


Por tanto, la derivada de la función inversa es: 


Df- 1 


a 0 0 
0 6 0 
0 0c 


PROBLEMAS VARIOS. 


0 

0 

1 

c . 


33. Mostrar que 2 = a: 2 ¡/sin 



satisface la ecuación. 


dz 

x di + v 


dz 

dy 


3z 


Solución. Como 


dz 

dx 

dz 

dy 


= 2 xy sin ( — ) + x 2 eos 

y, 


eos 


= x sin — — 



Entonces, teniendo en cuenta que z = x 2 y sin — , obtenemos: 


dz dz 


dx 


y~r~ = x 

dy 


2 xy sin — ) + x 2 eos — 


x sm | — | — 

y 


eos i - 


y 


= 3cc 2 í/sin 


y 

= 32 
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34. Mostrar que la función z = 2x — x 3 + 3 xy 2 satisface 

Z X X “f Zyy — 0 

Solución. Derivando tenemos: 

z x = 2 — 3a; 2 + 3 y 2 =>■ z xx = —6a; 
z y = 6a :y =>■ z yy = 6x 

Por tanto, 

z X x + z yy = —6a; + 6a; = 0 

35. Si z = f (2a; — 3 y), mostrar que 3 z x + 2 z y = 0. 


Y Fig. 4.28 


F V 


u < z 



Fig. 4.29 


Solución. Hagamos u = 2x — 3y. Entonces z = f (u); es decir z depende 
de u que a su ez depende de (x,y). (ver diagrama 4.13). 

Del diagrama 4.13 tenemos: 


dz 

dx 


dz du dz dz du 

du dx ’ dy du dy 


(1) 


du 

como —= 2, 
dx 


du 

dy 


—3, reemplazando en (1): 




dz 

du 



Por tanto, 


3 z x + 2 z y — 3*2 


dz 

du 


+ 2* (-3) 


dz 

du 


= 0 


36. Si U = f {x — y,y — z), mostrar que 

dU dU 
dx dy 
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Solución. Hagamos u = x — y, v = y — x. Entonces U = f (u,v), es decir 
U depende de (u, v) que a su vez depende de (x,y). (ver diagrama 4.14). 
Del diagrama 4.14 tenemos: 

( dU dU di í dU dv 

(i) 

l dy du dy + dv dy 
De u = x — y,v = y — x tenemos: 

du dv du dv 

~Üx = ’ ¿fe = ^ ’ dy^~ ’&y = 

reemplazando en (1): 

dU _ dU dU 

Sf ~W % 

dy du + dv 

Por tanto, 

dU dU_fdU_dU\ (_dU dü_\ _ 
dx dy \ du dv ) \ du + dv) 



Solución. Hagamos r = x + 2 y, s = x — 2 y, entonces 

U = f(r)-g (s) 

Es decir, U depende de (r, s) que a su vez depende de {x,y). (ver diagrama 
4.15). Del diagrama tenemos: 

dU _ dU dr dU ds 

STS| + I^ I 

dy dr dy ^ ds dy 



( 1 ) 
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De U = f(r)-g{s), tenemos: — = f (r)-0 = /' (r) y — = 0 -g' (s) = 

—g¡ (s) (por ser r, s independientes entre si). De r = x + 2 y, s = x — 2 y, 
dv 3s 3v ds 

tenemos: — = 1, — = 1, — = 2, — = —2. Reemplazando en (1): 

ox ox oy oy 

u x = f (r) - g' (s), U y = 2 /' (r) + 2 g' (s) (2) 


Para hallar las segundas derivadas parciales U xx , U yy debemos tener en 
cuenta que las primeras derivadas parciales U x , U y dependen de las mismas 
variables que U y, por tanto, se puede usar el mismo diagrama 4.15 para 
calcular dichas segundas derivadas parciales. Prosigamos; derivando en 
( 2 ): 


d 3 3v 3 3s 

dx K xj dx y x> dx ds y ’ dx 

= ^ (/' (r) - g' (s)) • 1 + (/' ( r ) - d' 0)) • 1 

= [f" ( r ) — 0] + [0 — g" (s)] 
= f"(r)-g"(s) 


3 3 3r 3 3s 

U -=Vy^=d-r^dy + ds^dy 

^ [2 f (r) + 2 g' («)] • 2 + [2/' (r) + 2 g' ( s )] • (-2) 

= 2 \2f" (r) + 0] — 2 [0 + 2g" (s)] 
= 4/" (r) - 4 g» {s) 


por lo tanto 

U xx \u yy = [/" (r) - g" (s)] - 1 [4/" (r) - 4 g" ( S )] = 0 


38. Mostrar que / (x + y — z,x 2 + y 2 ) = 0 satisface la ecuación 


dz dz 

X ~dy _ V ~dx ~ x ~ y 


Solución. Antes que nada notemos que la expresión / (x + y — 2 , x 1 + y 2 ) = 
0 es una ecuación con tres variables y, por tanto, determina a dos de ellas 
como variables independientes y a la restante como variable dependiente. 
dz dz 

La presencia —, — en la ecuación nos indica que 2 es la variable depen- 
dy dx 

diente; mientras que x , y son las variables independientes. Hagamos: 


u = x + y — z , v = x 2 + y 2 


(1) 
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Entonces 

f(u,v) = 0 (2) 

Es decir: / depende de (u, v ), (u, v) depende de ( x , y,z), a, su vez z depende 
de (x,y). (Ver diagrama 4.16). 

Teniendo en cuenta el diagrama 4.16 y derivando (2) con respecto a x 
(considerando (1)): 

df í du du dz \ df í dv dv dz 
du \dx + dz dx) + dv \dx dz dx 




39. Si U = U (x, y)', x = 2r — s, y = r + 2s; expresar 
derivadas con respecto a r, s. 


d 2 U 

dydx 


en términos de las 



Fig. 4.32 Fig. 4.33 
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40 . 


Solución. Para obtener debemos considerar a U dependiendo de 

dydx 

(r, s) que a su vez depende de (x,y) (ver diagrama 4.17). Entonces con¬ 
viene expresar r, s en términos de x, y: 


x = 2r — s 
y = r + 2s 


r = 

s = 


- {2x + y) 

? 

5 ( 2 y - x) 


de donde: 

dr 2 dr 1 ds 1 ds 2 

dx 5’ dy 5’ dx 5 ' dy 5 


(1) 


Del diagrama 4.17, considerando (1), la primera derivada es: 


dU _ dU dr dU ds _ 2 dU 1 dU 
dx dr dx ds dx 5 dr 5 ds 

Para hallar la segunda derivada parcial debemos tener en cuenta que la 

dU 

primera derivada parcial - 77 — = U x depende de las mismas variables que 

dx 

U y, por tanto, podemos usar el mismo diagrama 4.17. 

Teniendo en cuenta ello, (1) y (2), obtenemos: 


d 2 U 

dydx 


d_ 

dy 


04 ) 


dr 1 ds x dy dr \5 dr 5 ds J \5y ^ \5 dr 5 ds J \5 J 

[2 d 2 U ld 2 U\Il\ /2 d 2 U ld 2 U\í2\ 

\5 dr 2 5 drds) \5y \5 dsdr 5 ds 2 ) \5y 

a • , d 2 U d 2 U . 

Asumiendo que - - = (es decir, que son continuas): 

drds dsdr 

d 2 U 1 íd 2 U d 2 U 2 9 2 U\ 
dydx 25 \ dr 2 drds ds 2 J 


Si U = U (x,y), x = reos 6, y = rsiní?; expresar en términos de las 

dx 2 

derivadas con respecto a r, 6. 

Solución. Primeramente notemos que el sistema de dos ecuaciones con 
cuatro variables x, y , r, 9 determina a dos de ellas, (x,y) ó (r, 9), como 
variables independientes y a las otras dos como dependientes. Para poder 
d 2 U 

expresar en términos de r, 9 debe ocurrir que (r, 9) depende de 

dx 2 

(x,y). Por tanto, debemos considerar a U dependiendo de (r, 9), que a su 
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vez depende de (x,y). (ver diagrama 4.18). 
La primera derivada parcial es: 


dU 

dx 


dU dr 
dr dx 


dU d6 
d9 dx 


(1) 


Derivando el sistema con respecto a a: y, resolviendo obtenemos: 
x = r eos 6 


dr de 

1 = — eos 6 — r sm 6 — 
ox ox 


dr 

— = eos 0 
dx 


y = r sm U 
reemplazando en (1): 


. dr de 

0 = — sm e + r eos 6 —— 
dx dx 


de 

dx 


sind 


( 2 ) 


dU dU . OU sin 0 
~d^^lb COÍi ~~dé~ 


( 3 ) 


Para hallar la segunda derivada parcial 

dU 


d 2 U 

dx 2 


debemos tener en cuenta que 


la primera derivada parcial —- = U x depende de las mismas variables que 

dx 

U y, por tanto se puede usar el mismo diagrama 4.18. 

Considerando (2) y (3), procedemos: 

d 2 U _ d 
dx 2 da 


d [dU . dU siné» 


COS# — 


-{Ux) 

d 

dr 

{U x ) 

dr d 

dx + dO U 1 

d9 

dx 

d 

í dU 

cose 

dU sin 9 \ 

sin0 

~ de 

V dr 

d9 r ) 

r 


Al continuar derivando debemos tener en cuenta que las derivadas par- 
. dU dU , , , , 

cíales y —— dependen de las mismas variables que U , es decir también 
dr de 

dependen de r, 6; prosiguiendo (cada témino se deriva como producto): 


d 2 U (d 2 U n d 2 U siné 1 dU sin 9 
_ = i_ pos e _i_ 

dx 2 \ dr 2 drde r de r 2 


costt — 


(d 2 U dU . 9 2 í7sind dU cos0\ sind 

eos e -— sm e — 


\dedr 


dr 


de z 


de 


Asumiendo que 


d 2 U d 2 U 


drde dedr 


y simplificando, obtenemos finalmente: 


d 2 U d 2 U o d 2 U sin 2 e n d 2 U sin0cosí* dU sin 2 0 9í7sindcosd 
■eos 2 9 +-—^ -ó- 2—- -H -ñ— h2- 


dx 2 dr 2 


d9 2 r 2 


drde 


dr 


de 


TEOREMA DEL VALOR MEDIO 
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41. Desarrollar / (x, y) = x 2 y + 3y — 2 en potencias de (x — 1), (x + 2). 

Solución. Aplicamos el teorema de Taylor con h = x — 1, fc = y + 2, (así 
aparecerán en el desarrollo las potencias pedidas) y por tanto tomamos 
Xq = 1, yo = 2 (es decir, x = Xq + h, y = yo + k): 


S {x, y) = x 2 y + 3y - 2 ; 

fxx = 2 y ; 

fxxx 0 , 


/* = 2a;y 

fxy — 2x 
Jxxy 2 


/y = y 2 + 3 

fyy = 0 

Jxyy = 0 


Jvvy 


= 0 


Todas las demás derivadas superiores son nulas. Evaluando en (1, —2) 
tenemos: 

/ (1,-2) = -10 ; f x (1,-2) = -4 ; /„ (1,-2) = 4 

/**(l,-2) = -4 ; f xy (1, —2) = 2 ; (1, -2) = 0 

/***( 1,-2) = 0 i / II9 ( 1,-2) = 2 ; / IW (l,-2) = 0 ; / wy (l,-2)=0 

Entonces, por el teorema de Taylor: 

/ (®, y) = / (1, -2) + hf x (1, -2) + kfy (1, -2) + i [/r 2 /^ (1, -2) + 2 hkf xy (1, -2) + V 2 f yv (1, -2) 

+ ^y fxxx (1) — 2) + 3h~kf XX y (1, —2) + Vhk 2 fxyy (1, —2) + k 3 fyyy (l, ~2)] T 


donde el resto R 3 en este caso es nulo. 

Reemplazando obtenemos el desarrollo pedido: 

/ (a;, y) = x 2 y + 3y - 1 

= -10 - 4 {x - 1) + 4 (y + 2) - 2 (x - lf + 2 (x - 1) (y + 2) + (x - l) 2 (y + 2) 

DIFERENCIAL 


42. Si z = 3a: 2 — xy + y 3 , calcular a) A z; b) dz con x = 3, y = 2; con dx = 0.1, 
dy = —0.2 y c) hallar A z y dz si x = 3, y = 2, dx = 1, dy = —2. 

Solución, a) Con x = 3, y = 2, dx = 0.1, dy = —0.2 tenemos: 

Az = z (3 + 0.1,2 - 0.2) -z(3,2) = z (3.1,1.8) - 2 (3,2) 

= 29.082 - 29 = 0.082 


b) como 

dz dz 9 

dz = ^dx + ——dy = (6a; — y) dx + (—x + 3y 2 ) dy 
ox oy ' 

Entonces evaluando las derivadas parciales en x = 3, y = 2 y con da: = 0.1, 
dy = 0.2 tenemos: 


dz = (6 (3) - 2) (0.1) + (- - 3 + 3 (4)) (-0.2) = 1.60 - 1.80 = -0.2 
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Notemos que por ser dx , dy pequeños los valores de Az y dz son aproxi¬ 
madamente iguales. 

c) Con x = 3, y = 2, dx = 1, dy = —2, tenemos: 

Az = z (3 + 1,2 — 2) — z (3,2) = z (4,0 )-z (3,2) = 48 - 29 = 19 
dz dz 

dz = —dx+—dy = (6x — y) dx+(—x + 3 y 2 dy) = (16) (l)+(9) (—2) = —2 

Notemos que dz y Az difieren en mucho. 

PROBLEMAS VARIOS 


43. Si / (x, y) = (/i (x, y ), f 2 (x, y)), mostrar que 



r dh 

dh 1 

f (x,y) = 

dx 

dh 

dy 

dh 


. dx 

dy . 


suponiendo que todas las derivadas parciales son continuas. 

Solución. Por el ejercicio 13 para funciones de una variable tenemos: 


g'(t) = 


lim 

h-> 0 


g(t + h) 
h 


g(t) 


haciendo r (h) = g' ( t) — ^ ^ ^ ^ tenemos cjue g (t + h) = g (t) + 

g' (i) h + r (h) h con limr (h) = 0. Por tanto, podemos escribir: 
h—>0 

fi (X + h,y + k) = [/i (x + h,y + k) - /i (x, y + k)\ + [/i (x, y + k) - f (x, y)} + fi (x, y) 


dh 

dx 


(x,y + k)h + r\ (h) h + 


dh 

dy 


(x, y)h + r 2 (k ) k + h 


(x,y) 


= ^ (x, y) h + r! ( h , k)h+ (x, y)k + r 2 (k) k + h (x, y) 

por la continuidad de 

dx 

dfo dfo 

f ‘2 (x + h,y + k) = — (x, y) h+r 3 ( h, k) h +~Q^ ( x , y) k+r 4 (k) k+f 2 (x, y) 


con 


h (■ x, y) 
h (x, y) 


Ti -> 0 

si 

f (x + h, 

y + 

r dh 

dfi 

dx 

dy 

dh 

dj2 

. dx 

dy 


(h, k) —> (0,0) 


k) 


fi(x + h,y + k) 
h(x + h,y + k) 









h 

+ 

Ti 

r 2 



k 


. r 3 

r 4 _ 



h 

k 


Luego: 
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de donde se deduce lo pedido. 

Similarmente procediendo, se puede establecer la generalización para fun¬ 
ciones de R n en R m . 

4.13 EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Si f(x,y) = (2x-y,xy- 1) hallar a) /(1,2), b) / (1 + h, 2 + k). 

2. Si / (x, y) = hallar a) /(1,-3), b) /'<*» + M ~ /' M . 

1 — xy h 

3. Si / (x, y) = (2x + y, x — y) hallar la imágen de a) la recta x = 4, b) la 
recta x + y = 1 . 

4. Si / (x,y) = ( xy,xy 3 ) hallar la imágen de la región limitada por xy = 1, 
xy = 4, xy 3 = 1, xy 3 = 2. 

5. Si / (. x, y) = (x + y, x — y, 2x + y) hallar la imagen de a) la recta x = y, 
b) el segmento que une los puntos (0,0) y (2,3). 

Graficar el dominio de las siguientes funciones: 

6- / (x, y) = \/4 -x 2 + y 2 . 

7- / (x, y) = ln (x + y). 

8- / (x, y) = arcsin ( 2x V ). 

\x + y J 

9- / (x, y, z) = yfx + y/y + y/z. 

10. f{x,y,z) = yjl - x 2 - y 2 - z 2 . 

11- f{x,y,z ) = 

Para cada una de las siguientes funciones graficar los conjuntos de nivel 
correspondientes a los valores datos de c. 

12. / (x, y) = x 2 + y 2 -, c = 0,1,4, 9. 

13- / (x, y) = xy; c= 1,-1,4,-4. 

14- f(x,y)=y- x 2 ; c = 0,1,2, -4. 

2 2 

15- f(x,y) = X 0 V 2 ; c = 0,1,-1. 

16- f(x,y,z)=x + y + z; c= -1, 0,1. 

17. / (x, y,z) = z — ^x 2 + y 2 ; c = -2, 0,2. 

Para las funciones /, y dadas hallar, si es posible, la función compuesta 
9 o f ■ 
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18- f (x, y) = {x - y, x + y), g (x, y) = (2 x-l,x- 2 y). 

19- f (x, y) = (x, x 2 , x 3 ), g (x,y,z) = x + y — 2z. 

20. / (a;, y, z) = xyz, g(x) = (e x ,x). 

21. / (x, y) = x + y, g (x, y) = xy. 

22. Entre las siguientes funciones efectuar todas las posibles composiciones: 
f(x,y ) = x + 3y, g(x,y,z) = ( xy,xz) : h(x) = (x,l-x). 

LIMITE Y CONTINUIDAD 


23. Hallar el límite de a) / (x, y) x 3 — xy + y 3 + 3, b) / (x, y) = ( x 3 y, xy 3 ) en 
el punto (1, —1). 


24. Mostrar que / (x, y) 

25. Mostrar que / (x, y) 


3x — 2 y 
2x — 3 y 

x 2 

x 2 + y 2 


no tiene límite en (0, 0). 
no tiene límite en el origen. 


2 x 3 — y 3 

26. Determinar lim lim f(x,y), lim lim/(a;, y) si f (x,y) = — - -^r. ¿Qué 

y—>0 x^O x^O y^O x á + 2 y á 

puede decirse acerca del límite doble lim / (x,y)7 

(*,«)-►(o,o) 


27. Determinar los puntos donde / (x, y, z) 


2 xyz 

- es discontinua. 

x-y 


28. Es continua en (0,0) la función / (x, y) = 



0 


(x, y) (0, 0) 
(x,y) = (0,0) 


( x y x — y \ 

-,- es continua. Graficar. 

x-y x + yj 

; (x, y) ^ (0, 0) 

es continua sobre 

; (x, y) = (0,0) 

Mostrar que, sin embargo, / no es 

continua en el origen. 

DERIVADA SEGUN DEFINICION 

De acuerdo a la definición hallar la derivada de: 


2 xy 


30. Mostrar que / (x, y) = 


J x 2 + y 2 


0 


toda recta que pasa por el origen. 


31. / (x) = 3x + 1. 

32. / (x) = x 2 + x. 

33. / (x) = (x 2 ,3x, x). 
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34. f(x,y) =x + 2y. 

35. f (x,y) = xy. 

36. f{x,y) = x 2 -y 2 . 


37. / (x, y, z) = 2 xy + z en (1, 2,1). 

38. / (x,y) = (2x - y,xy). 

39. / (x, y) = (x 2 - y, y 2 - x). 

40. / (x, y) = (x 2 - y, x + y, x - y). 

41. / (x, y, z) = (xy, x + z) en (1,0, -1). 

42. f (x,y, z) = (xy.xz.yz). 

DERIVADAS PARCIALES 

n , , df df . 

Calcular ——, —— si: 
ox oy 

43. / (x, y) =xy + 3x 2 - y. 

44. / (x, y) = xe v + sin xy. 

45. f(x,y) = sjx 2 - y 2 . 

46. / (x, y , z) = xyz + xye z . 

47. / (x, y, z) = ln (xy) + eos (xyz). 

eataJ. 

ox z oy z oyox 

48. / (x, y) =x 3 - xy 2 Ay 3 . 

49. / (x, y) = (x - y) sin (3a: + 2 y). 

Calcular todas las segundas derivadas parciales, si: 

50. f (x,y,z) = xy 2 z 3 . 

51. / (x, y, z) = x 3 y 2 + yz 3 . 

52. w = sin ( 

V 2 J 

d 2 f d 2 f 

Mostrar que las derivadas cruzadas , son iguales: 


dydx dxdy 


53. f(x,y) = 2X V , x + y £ 0. 

x + y 

54. / (x, y) = ln (x 2 + y 2 ), (x, y) ^ (0, 0). 
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55. Si / (x, y) = | 

( 2 x-y 

\ x + y 

1 

; ( x 7 y) ^ (o, o) 

. Hallar a) f x (0, 0), b) f y (0,0). 


l o 

; (x, y) = (0,0) 
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Chapter 5 


APLICACIONES DE LA 
DERIVADA 


5.1 TRANSFORMACION DE ECUACIONES 


Si en una ecuación dada, que incluye derivadas, se realiza un cambio de variables 
se obtiene una nueva ecuación en términos de las derivadas respecto a las nuevas 
variables. Este tipo de transformaciones se realiza aplicando la Regla de la 
Cadena. 


Example 47 Mostrar que efectuando el cambio de variables x 
ecuación 


dU dU n 

x ~á~ + y~ñ~ = 0 
ox ay 


= e 


y = e s , 


la 


se transforma en 

dU dU_ 
dr ds 

De la última ecuación se ve que U es función de r,s; pero r,s depende de x,y. 
Debemos expresar cada uno de los términos de la primera ecuación en términos 
de r,s. Teniendo en cuenta el diagrama 5.1 y aplicando la regla de la cadena: 



Fig. 5.1. 
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de 


entonces 


Por tanto 


dU _ dU dr dU ds 

dy dr dy + ds dy 

x = e r ln x = r 

y = e s ln y = s 

dr 1 dr 

dx x dy 

ds ds 1 

dx dy y 

dU _dU í 1 \ dU 
dx dr \x) + ds 

9U_dU o»t/ /1\ 

dy dr ds \ y ) 


Finalmente, por reemplazo vemos que la primera ecuación se transforma en: 


x- (~) 

dr \x ) 


dU 

dx 


dU 

dy 


dU 
1 ds 



0 

0 


finalmente 

dU dU 
dr ds 


5.2 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 


La gráfica de una función de la forma / (x, y , z) = c, c constante, es una su¬ 
perficie. Consideremos un punto P (xo, yo, Zq) de dicha superficie, entonces un 
vector perpendicular al plano tangente a la superficie en P es la derivada de 
/ en P (ejercicio 17); además, este vector es un vector direccional de la recta 
normal a la superficie en P. 

Generalmente se representa por V/ a la derivada de /, llamada también 
gradiente, es decir: 


V/ 


(d¿ d¿ d¿\ 

\ dx ’ dy ’ dz ) 


(5.1) 


Con esta notación, la ecuación del plano tangente en P (xq, yo, zq) es 


df 

dx 


{x 


* 0 ) + ^ {y - yo) + 


d¿ 

dz 


(Z - Z 0 ) = 0 


(5.2) 
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Y la ecuación de la recta normal en P (xo, yo, 2o) es: 

x = (*0.»,*>) +i (g.g.g) < 5 - 3 > 

Las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones del plano tangente y 
recta normal se evalúan en P (xq, yo, Zq)- 


Example 48 Hallar la ecuación del plano tangente y la recta normal a la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 14 en el punto (1,2,3). 

Como 


V/ 


(d¿ di d¿\ 

\dx ’ dy'-dz) 


(2x, 2 y, 2z); 


el gradiente en el punto (1, 2, 3) es 


V/ =(2,4,6). 


Por tanto, la ecuación pedida del plano tangente es 

2 (x — 1) + 4 (y - 2) + 6 (z — 3) = 0 


ó 

x + 2y + 3z = 14. 
La ecuación de la recta normal es 


X = (1,2,3) + t (2,4,6) 


5.3 DERIVADA DIRECCION AL 


Dada una función / de R n en R y un vector unitario V, la derivada direccional 
de /, en X, en la dirección de V se representa por Vy/ (X) (o simplemente por 
Vy/) y está definida por 


Vy/ = lim 
J t—> o 


f{x + tv)-f{y) 

t 


(5.4) 


Como se ve, esta derivada direccional mide la variación de / en la dirección de 

V. 

Notemos que la derivada parcial de / con respecto a una determinada vari¬ 
able es la derivada direccional de / en la dirección del eje correspondiente a 
tal variable. Por ejemplo, para f (x,y) y con ei = (1,0), e 2 = (0,1) -vectores 
direccionales de los ejes x y y respectivamente, tenemos: 


V ei / 


Ve 2 / 


lim 


lim 

*->■ o 


f(X + t ei )-f(X) 
t 

f(X + t e ,)-f(X) 
t 


lim ^ 2/) ~ / OC y) 

í —>0 t 

+ - f(x, y) 

t-> o t 


di 

dx 

dl 

dy 


Esto muestra que la derivada direccional de / en la dirección del eje x es la 
derivada parcial de / con respecto aiy, a su vez, la derivada direccional de / 
en la dirección del eje y es la derivada parcial de / con respecto a y. 
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5.3.1 Cálculo de la derivada direccional 

El cálculo de la derivada direccional de / en la dirección de un vector V (ahora 
no necesariamente unitario) se efectúa según 

Vv/ = V/ • (5.5) 

(ver ejercicio 24). 



Esto muestra que la derivada direccional de / en la dirección de V es la 
componente del gradiente de /, V/, en la dirección de V. (Fig. ###). 

Example 49 Si f (x,y) = x 2 + y 2 , la derivada direccional de f en el punto 
(1,2) en la dirección del vector e\ = (1,0) es 

Ve 1 / = V/- ] ^ T = (2,4) .(1,0) = 2 

l e i| 

por ser 

Por otra parte, la derivada direccional de f en el mismo punto (1,2) pero esta 
vez en la dirección del vector V = (3, —4) es 

Vv/ = v/ 'M = ( 2 , 4 , ' 2 t^ = “ 2 

5.3.2 Propiedad del gradiente 

Una propiedad del gradiente es que la máxima derivada direccional de / en el 
punto X 0 se produce en la dirección del mismo vector gradiente (por supueto, 
esto es cierto cuando V/(X 0 ) ^ 0; si V/(X 0 ) = 0 no se puede decir nada). 
Además, la mínima derivada direccional de / en Xq se produce en la dirección 
de —V/ (Alo). Los valores de la máxima y mínima derivada direccional de / en 
el punto AT 0 son |V/(Alo)| y — |V/(X 0 )| respectivamente. (Ver ejercicio 25). 
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Example 50 Si en el ejemplo ## / (x, y) = x 2 + y 2 representa la temperatura 
en el punto (x, y) medida en grados y la distancia se mide en metros, entonces 
en el punto (1,2) la temperatura aumenta a razón de 2 grados por metro en la 
dirección del vector e\ = (1,0); mientras que en la dirección del vector V = (3,4) 
la temperatura disminuye a razón de 2 grados por metro. 

El máximo aumento y la máxima disminución de la temperatura en este punto 
se produce en la dirección de los vectores V/ = (2,4) y —V/ (2, —4), respectiva¬ 
mente; sus respectivos valores son |V/| = 20 grados por metro y — |V/| = —20 
grados por metro (Fig. ###). 


5.4 MAXIMOS Y MINIMOS 


Dada una función / de R n en R, se dice que / tiene máximo relativo en Xq si 
/ (*„) — / P0 P ara todo X próximo a X 0 (es decir, para X tal que \X ~ X 0 \ < 
5 , para algún 8 > 0). 

Si / (X 0 ) < / (X) para todo X próximo a Xq, se dice que / tiene un mínimo 
relativo en Xq. 

La derivada permite determinar los puntos donde una función tiene sus máx¬ 
imos y mínimos relativos. Aunque el estudio para funciones de una sola variable, 
realizado en el Cálculo I, se extiende siguiendo la misma idea a funciones de n 
variables en general, aquí se trata solamente con funciones a dos variables. 

Teorema 5.1. (Regla para la determinación de máximos y mínimos). 

Si / (x, y) tiene sus primeras y segundas derivadas parciales continuas, en¬ 
tonces: 

1. / tiene mínimo relativo en (xo>2/o) s i ; 


entonces 


A = 


df 

= 0 , 


dx 


dy 

w 

| (*f\ 

í d 2 } 

dx 2 ) 

\dy 2 ) 

\dxdy 


2 

> 0 


cPl 

dx 2 


> 0 


- d2 f n 

°W >0 


2. / tiene máximo relativo en (xo,yo) s i ; 



d¿ 

dy 


= 0 ; 


entonces 


y 




d 2 f \ 
dxdy J 


2 


> 0 


dx 2 


< 0 



< 0 
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df df 

3. f no tiene ni máximo ni mínimo relativos en (xo,yo) si — = 0, — = 0 

dx dy 

y A < 0. En este caso el punto se llama punto de silla. 
df df 

4. En caso de que —^ = 0, —- = 0 y A = 0, no se puede afirmar. 

dx dy 

(Por supuesto, todas las derivadas parciales se evalúan en (xo,j/o))- 
Para su demostración ver los ejercicios 33 y 34. 

En otras palabras, para hallar los máximos y mínimos relativos de / se debe 
proceder de la siguiente manera: 

df df 

1. Resolver el sistema —- = 0, —- = 0 para encontrar los posibles puntos 

dx dy 

donde / tiene sus máximos y mínimos (llamados puntos críticos). 

2. Para cada punto crítico, determinar el signo de 


= (d 2 f\ (d 2 f y 

\ dx 2 J \ dy 2 ) \ dxdy) 


d 2 f d 2 f 

Si A > 0, entonces en el punto examinado hay mínimo si 7-77 > 0 (ó - 7—7 > 0); 

dx 2 dy 2 

d 2 f d 2 f 

y hay máximo si 7—7 < 0 (ó —77 < 0 ). 

dx 2 dy 2 

Si A < 0, el punto examinado es punto de silla. Cuando A = 0 no se puede 
afirmar nada y hay que realizar un estudio más detenido. 

(df df\ 

Notemos que por ser /' = ——, —- 1, en realidad los puntos críticos (x¡),yo) 


dx' dy 

son los que satisfacen f (xq,o ) = 0 . 


Example 51 Hallar los máximos y mínimos relativos de f (x,y) = x 2 + y 2 — 
2x — 4 y + 3. 

Resolviendo 

df 

-L =2x-2 = 0 x = 1 

dx 

tenemos 

?f=2y-4 = 0 y = 2 

dy 

Por tanto, el punto crítico (1,2) es posible máximo o mínimo relativo. Con¬ 
siderando que 

d 2 f n d 2 f , d 2 f 
dx 2 ’ dy 2 ’ dydx 


tenemos 


A = (2) (2) - O 2 = 4 > 0 


y como 


d 2 f 


entonces en ( 1 , 2 ) hay un mínimo relativo. 
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5.5 MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONA¬ 
DOS (Multiplicadores de Lagrange) 

Se desea encontrar los máximos y mínimos relativos de la función / (x, y ) sujeta 
a la condición <j> ( x , y) = 0. Un método consiste en formar la función auxiliar 

F = f + \<¡> (5.6) 


donde A, llamada multiplicador de Lagrange, es una variable independiente de 
x, y. Los puntos donde la función / (x, y) sujeta a (f> (x, y ) = 0, toma sus máx¬ 
imos y mínimos relativos son puntos críticos de la función auxiliar F (ejercicio 
46). Más aún, los máximos y mínimos relativos de F lo son también de / (x,y) 
sujeta a 4> (x, y) = 0 . 

Por tanto, los posibles máximos y mínimos relativos de f (x,y), sujeta a 
<¡¡) (x, y) = 0, se obtienen de F' = 0; es decir resolviendo el sistema 


dF 


$± 
d y 
dF 


df d<j) n 
— —I - A 7 ^- — 0 


= -rf+ A^f =° 

dy dy 

= (f> (x, y) = 0 (ecuación de restricción) 


(5.7) 


A menudo resulta útil la interpretación geométrica o física del problema para 
determinar la naturaleza de cada punto crítico. Sin embargo, reemplazando el 
valor de A obtenido del sistema (##) en la función auxiliar (##) y aplicando el 
criterio ff# podemos averiguar si tal punto crítico es máximo y mínimo relativo 
de la función auxiliar F; y en tal caso dicho punto es máximo y mínimo relativo 
de / sujeto a <¡> (x, y) = 0. Si el punto crítico no es máximo ni mínimo de F no 
significa todavía que tampoco lo sea de / sujeta a <f> = 0. 

El método se generaliza a funciones / (x\,X 2 , ..., x n ) sujeta a las condiciones 
<p 1 (xi,X 2 , ■■■,x n ) = 0, (x\,X 2 , ... ,x n ) = 0. Se toma la función auxiliar 

F = f + Al (f > 1 + ... + A m <j> m 


y los posibles máximos y mínimos relativos condicionados de / se obtienen del 
sistema 


df , d 

dxi 1 dxi 


+... + A 


m 


d<\>m 

dxi 


= 0 


(i = 1 ) 2 ,..., n) 


(f> 1 — 0 , 02 — 0 ) •••) ’Pm — 0 


5.6 DERIVACION BAJO EL SIGNO DE LA 
INTEGRAL 

Cuando el integrando, además de depender de la variable de integración x, 
depende de u, entonces la misma integral depende de u y, por tanto, podemos 
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derivarla con respecto de u. Más aún, hasta en el caso de que los límites de 
integración dependan de u podermos todavía derivar la integral con respect a 
u. en forma precisa, si 

U 2 

g(u) = J f (; x , u) dx 

Ul 

donde pueden depender de u ; entonces la derivada de g con respecto de 

u es: 


/ u 2 

-§¿f (x,u)dx + f (x,u) 

Ul 


“Ha _ f (x u) — L 


/ u 2 

% (x, u) dx + / (u 2 , u) u' 2 - f (ui, u) u[ 

U-\ 


(5.8) 


Por supuesto, todas las funciones y sus derivadas que intervienen en (##) deben 
ser continuas. 

En caso de que los límites de integración u -¡, u 2 sean constantes, los dos 
últimos términos de (##) se anulan. 

La igualdad (##), llamada regla de Leibnitz, se puede usar para calcular 
integrales definidas (ejercicio 49). 


Example 52 Si 


entonces: 


U 

g ( u ) = J sin ux dx 


U 

r Q 

g (u) = / (sin ux) dx + sin ¡ 


(■ u 2 ) —sin ux ( u)' 


= x eos ux dx + 2 u sin u 3 — sin u 2 


5.7 CALCULOS APROXIMADOS 


Si z = f (xi,x 2 , ..., x n ), el incremento A z = f (x± + h±, x 2 + h 2 , ..., x n + h n ) — 
/ (xi,X 2 , ■■■, x n ) es aproximadamente igual a la diferencial 


df 


df , df , df , 

ñ -+ o- ^2 + ••• + o- d n 

ox\ ox 2 


para valores pequeños de los incrementos hi, h 2 ,..., h n . Escribiendo da:,; en lugar 
de /i,;; tenemos: 


f{x i + h±,X 2 + h>, —.x„ + h n ) - f (xi,x 2 , 


df df 

- ~^-dx i + ~^—dx 2 + 

OX i <7X2 


(5.9) 
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donde las derivadas parciales se evalúan en (xi,X 2 , ...,x n ). 

La formula ffff dice que la variación producida en / por las pequeñs varia¬ 
ciones en las variables x\, X 2 , ..., x n \ es aproximadamente igual a la diferencial 
de /. Este hecho se puede aplicar para realizar cálculos aproximados. 


Example 53 Calcular y (3.OI) 2 + (3.98) 2 . Consideremos la función f ( x,y ) = 
\Jx 2 + y 2 . Notemos que /(3,4) = -^9 + 16 = 5; además ( x,y ) = (3,4) tenemos 


df x _ 3 df _ y 4 

dx x 2 + y 2 5 ; dy j x 2 + y 2 5 


Por tanto, de ## y con dx = 0.01, dy = —0.02, tenemos 

^/^OlfT^JS) 2 = / (3 + 0.01,4 - 0.02) ~ / (3,4) + dx + ^dy 

= 5+| (0.01) + \ (-0.02) = 4.99 

O ü 


Example 54 La altura de un cono es h = 30 cm, el radio de su base es r = 10 
cm. Calcular la variación del volumen del cono si h se aumenta en 0.3 cm y r 
se disminuye en 0.1 cm. 


El volumen del cono es V = —r 2 h. La variación /S.V es aproximadamente igual 


a la diferencial del volumen dV. Con 


dV_ 

dr 


o 7r 27r 

= —rh = — (10) (30) = 628.32 

S = r 1 = I < 10 » 2 = m - 72 


y dh = 0.3, dr = —0.1 tenemos: 

dV 


dV 

A V -dV = —dr- 
dr 


dh 


dh = (628.32) (-0.1) + (104.72) (0.3) 
= -31.42 cm 3 


El signo menos dice que el volumen del cono disminuye en 31.42 cm 3 . 


5.8 ERRORES 

Consideremos una función / (x\, X 2 , ■■■,x n ) de las variables x\, X 2 , •••, x n . Supong¬ 
amos que en un caso específico en la evaluación de los valores de + 1 , X2, - x n se 
han obtenido los valores aproximados aq, X 2 , •••, x n respectivamente, habiéndose 
cometido algún error en cada una de estas mediciones (debido a limitaciones 
técnicas de los instrumentos de medición, por ejemplo). Sin embargo, también 
se conoce el margen de error cometido en cada medición; es decir, se sabe que 
el valor verdadero Xi, no difiere del aproximado a \ más de cierta cantidad 

X\ — h\ <x\<X\ + h\ , x 2 - h 2 <x2 < X2 + h 2 , ...,x n — h n < x n < x n + h n 
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tomando el caso más desfavorable, es decir x\ = x\ ± h\, x 2 = x 2 ± h 2 , , 

x n = x n ± h n y empleando la diferencial: 

f (xi,x 2 , — ,x n ) = f{xi ± h 1 ,x 2 ± h 2l ...,x n ± h n ) ~ 

~ / (ai,x 2 ,(±/ii) + - (±/i 2 ) + ... + ^— (±h n ) 

(5.10) 

donde las derivadas parciales anteriores se evalúan en (aq, x 2 ,..., x n ) de (##) 
se sigue que 


\f{xi,x 2 , ... ,x n ) - / (xi,x 2 , ...,x„)| 


d¿ 

dx\ 


(Ehi) + ... + 




(5.11) 


1/ (x’i,x 2 , ...,x n ) - / (xi,x 2 , —,x n )\ < 


df 

\h x | + .. + 

df 

dx\ 


dx n 


\K\ (5.12) 


La desigualdad (##) dice que el valor verdadero / (aq, x 2 ,..., x n ) difiere del 
aproximado / (xi,x 2 ,..., x n ) a lo más en 


E = 

que, también se escribe 

df 


df 


df 


df 

dxi 

\hi\ + 

dx 2 

\h 2 \ + .. + 

dx n 


h n 


(5.13) 


E = 


dxi 


\dxi | 


df 


dx 2 


\dx 2 \ 


df 


dx n 


IdXj, 


(5.14) 


con hi = dx 1 , h 2 = dx 2 ,..., h n = dx n . 

Al máximo error E, dado por (##) ó (##), que se comete al tomar f {x 1 , x 2 ,.. 
en lugar de / (xi,x 2 , ...,x n ) se llama Error Absoluto Máximo. 

A la razón del error absoluto máximo E respecto al valor absoluto del valor 
aproximado f (xi, x 2 , ...,x n ) se llama Error Relativo Máximo y se representa 
por e; es decir: 

E 


\f (x 1 ,x 2 ,...,x n )\ 


(5.15) 


Se puede demostrar que el error relativo máximo de una función es igual al 
error absoluto máximo del logaritmo de esta función, (ejercicio 58); y que el 
error relativo máximo de un producto es igual a la suma de los errores relativos 
máximos de los factores, (ejercicio 59). Ver también el ejercicio propuesto 79. 


Example 55 La hipotenusa c = 5 y el cateto a = 3 de un triángulo rectángulo 
(Fig. ###) han sido medidos con los errores absolutos máximos h\ = 0.1, 
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/12 = 0.2, respectivamente. 



Determinar el a) error aboluto máximo, y b) error relativo máximo, que se 
comete al calcular el ángulo 6 por la fórmula 

■ a a 
sin 9 = - 

c 

a) De sin# = —, se tiene: 9 = arcsin entonces 
c c 

de _ 1 de _ a 

da Vc 2 — a 2 ’ de c\J c 2 — a 2 


Por tanto, con a = 3, c = 5, h\ = 0.1, = 0.2 y de la fórmula (4), el error 

absoluto máximo es 


E = 


V5 2 - 3 2 


( 0 . 1 ) + 


5V5 2 - 3 2 


(0.2) = 0.055 rad. 


Notemos que lo anterior significa 


9 = arcsin - ± 0.055 rad. 

5 

b) De la parte a) el error absoluto es 0.055; y como el valor aproximado es: 

3 

9 = arcsin - = 0.6435 rad; 

5 


el error relativo máximo es 


0.0550 

0.6435 


0.0855 
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5.9 EJERCICIOS RESUELTOS 

TRANSFORMACIÓN DE ECUACIONES 

dz dz 

1. Transformar la ecuación y— -x— = 0 efectuando el cambio de variable 

dx ay 

u = x, v = x 2 + y 2 . 

Solución. En la nueva ecuación z dependerá de u, v\ a su vez u, v depende 
de x , y. Debemos expresar cada término de la ecuación dada en función 
de las nuevas variables u, v. Del diagrama 1 y aplicando la regla de la 
cadena tenemos 

dz dz du dz dv 

dx <9m dx dv dx /u 

dz dz du dz dv t > 

dy du dy dv dy 

_ 99 du du dv dv 

De: u = x, v = x + y~, se tiene — = 1, — = 0; — = 2x, — = 2 y. 

dx dy dx dy 

Entonces, teniendo en cuenta (1), obtenemos 


dz dz dz 
dx du ^ dv 


dz dz 
dy = ^ V dv 


Finalmente, reemplazando en la ecuación original: 

dz dz f dz dz\ / dz\ 

y a¿-% = 0 * y {di + 2x Si)- x { 2v ái) =0 

de donde, simplificando, obtenemos la nueva ecuación: 

|í = ° 

du 

dz dz 

2. Transformar la ecuación x— —)-j/— = z, efectuando el cambio de variable 

dx dy 

V 

u = X , V = — 

X 

Solución, en la nueva ecuación 2 dependerá de u, v; a su vez depenerá de 
x, y. Debemos expresar cada término de la ecuación dada en función de 
las nuevas variables u, v. Del diagrama 2 y aplicando la regla de la cadena 
tenemos: 

dz dz du dz dv 


dy du dy dv dy 

Reemplazando en (2) 

Reemplazando en la ecuación original y simplificando: De donde, teniendo 
en cuenta que u = x, obtenemos la nueva ecuación: 


= z 
du 
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3. Transformar la ecuación + „ ,, = 0, efectuando el cambio de vari- 

dx ¿ dy- 

ables x = u + v, y = u — v. 

Solución, en la nueva ecuación G dependerá de u, v\ a su vez por el cambio 
de variables u, v depende de x, y. Debemos expresar cada término de la 
ecuación dada en función de las nuevas variables u, v. Del diagrama 3 y 
aplicando la regla de la cadena tenemos 

dG_dGdu dGdv 

I (3) 

dy dy dy + dv dy 


Para hallar —, —, —, — podríamos despejar u. v délas ecuaciones 
ox ' ay ox oy 

que dan el cambio de variable y proceder como en el ejercicio anterior; sin 
embargo es mejor tratarla como función implícita. Derivando el sistema 
con respecto a x: 


resolviendo 



1 = 

=> 

du 

dv 

X = U + V 

t: -h 

QX 

dx 

y — U — V 

0 = 

ou 

du 


dx 

dx 


du _ 1 
dx 2 
dv _ 1 
dx 2 


Derivando con respecto a y: 


x = u + v 
y = u — v 


du dv 

dy dy 
du_du 

dy dy 


resolviendo 


du 

1 

dy 

2 

dv 

1 

dy 

2 


dG 

1 dG 

1 dG 

dx 

2 du 

2 dv 

dG 

1 dG 

1 dG 

dy 

2 du 

2 dv 


Reemplazando en (3): 
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Al derivar nuevamente estas últimas expresiones debemos tener en cuenta 

que las derivadas parciales ——, —— dependen (al igual que G ) de las 

dx dy 

varialbes u, v; que a su ez dependen de x, y. Derivando tenemos: 


d 2 G _ d id 
dx 2 dx \ dx 

d_ íldG_ Ida 
du \ 2 du 2 dv 


d_ ídG\ du 
du\dx ) dx 
1\ d_(l dG 
2) dv \ 2 du 
(d 2 G d 2 G 
\ du 2 dudv 


1 d 2 G 1 d 2 G 
4 du 2 2 dvdu 


d_ ídG\ dv 
^ dv \ dx J dx 
ldG\ /1\ 

+ 2 ~dv ) \2j 
d 2 G d 2 G \ 
dvdu dv 2 J 

(4) 

4 dv 2 { ’ 


& 2 G__ d_ ídG 
dy 2 dy \ dy 
' 1 dG 1 dG\ 


du \ 2 du 


\ di dG\ du di 
j du\dy)dy + dv\ 
/1\ d íl dG 1 dG 
\2y dv \2 du 2 dv 
1 íd 2 G d 2 G d 2 G 
4 \ du 2 dudv dvdu 
1 d 2 G 1 d 2 G 1 d 2 G 
4 du 2 2 dvdu 4 dv 2 


dG\ dv 


dy J dy 


De donde, reemplazando en la ecuación original y simplificando obten¬ 
emos: 

d 2 G <9^G _ lc^G 1 d 2 G 
dx 2 + dy 2 ^ 2 du 2 2 dv 2 

d 2 G d 2 G , d 2 G , , 

4. Mostrar que ———— = 0 se transforma en = 0, efectuando el 

dx 2 dy ¿ dvdu 

cambio de variables x = u + v, y = u — v. 

Solución. Restando (5) de (4), del ejercicio anterior, obtenemos: 

d 2 G d 2 G „ 


entonces 


1 d 2 G 1 d 2 G 1 d 2 G 
4 du 2 2 dvdu 4 dv 2 


1 d 2 G 1 d 2 G ld 2 G\ 
4 du 2 2 dvdu 4 dv 2 ) 


simplificando: 
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dz 


dz 


5. Mostrar que si en la ecuación J = ® se e f ec tú a el cambio 

de variables x = reos 6, y = r sin0, cambio a coordenadas polares, se 
obtiene 


dz\ 2 1 (dz N 2 


dr 


+ 


ee 


= o 


Fig. 5.7 


Solución. En la nueva ecuación 2 depende de r, 9; a su vez r, 9 depende 
de x, y por el cambio de variables. Debemos expresar cada término de la 
primera ecuación en función de las nuevas variables r, 9. Del diagrama 4 
y aplicando la regla de la cadena: 


dz dz dr dz d9 


ix 

JZ 


'Jr ax 
yz dr 


de, 

yz i 


( 6 ) 


dy dr dy dO dy 

Derivando el sistema, que da el cambio de variable, con respecto a x: 


x = r eos 9 
y = r sin 9 


resolviendo 


ÍS? ¿é 

0 = —— sin 0 + r eos fl¬ 
ux oy 


dr 

— = eos 9 
d x 


d9_ 

dx 


Derivando con respecto a y: 


x = r eos 9 
y = r sin 9 


sin 9 


n dr d9 

dy dx 

1 <9r . o n d9 

1 = — sm 9 + rcos9 — 

dy dy 
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resolviendo 


dr . 

— = sm0 
dx 

d9 eos 8 
dx r 


Reemplazando en (6): 


dz 
dx 

dz dz . 

— = — sm 0 
dy dr 


dz „ dz sin 9 
dz eos 9 


d6 r 

sustituyendo estas últimas expresiones en la ecuación original: 

' dz' 

. dx, 


dz N 

¥) =0 


entonces 


dz dz sin 8 

¥r eme -¥e — 


desarrollando y simplificando: 


dy 


dz . dz eos 9 

Wr‘ lne+ ¥e — 


dz 


dz 


dr 


+ ü - sin“ 0 + 2 — 1 — 


dr 

dz 


— ) cos^ 0-2( — |( — 
dr 

dz 


dr 


sin 9 eos 9 


sin 9 eos 9 


dz 

d9 

dz 

d9 


= 0 


2sin0 


- + 


2 eos 2 9 


= 0 


% ) (cos 2 0 + 


sin 2 9 ) 


2 / sin 2 9 + eos 2 8 

\ V 2 


= o 


entonces 


1 


1 4- X — 0 


6. Transformar la ecuación bidimensional de Laplace 

d 2 z d 2 z 


dx 2 dy‘‘ 


= 0 


pasando a coordenadas polares. 

Solución. Al pasar a coordenadas polares se tiene x = rcos0, y = rsin0. 

.... dr d9 sin 9 dr . 

Del anterior eiercicio tenemos: — = eos 0, — =-, — = sin0, 

dx dx r dy 

d9 eos 9 
dy r 

dz dz dz sin 9 

ai = 5D 08 " ~ 


dz 

dy 


dz . 

= — sin t 
dr 


dz eos 9 
d9 r 
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dz dz 

Al derivar nuevamente las derivadas parciales —, — debemos tener en 

dx dy 

dz dz 

cuenta que tanto — como —, lo mismo que z, depende de r, 9; que a su 
dx dy 

vez dependen de x, y. Derivando: 


d_ 

dr 


d 2 z 

dx 2 


d_ 

dx 


dz 

dx 


dz dz sin 6 


dr 

dx 


dz 

dx 


d' 2 z _ 

dr 2C ° S drdO 


d_ 
dr 
d_ 
dé 

d 2 z sin# 


dr 

dx 


d_ 

dé 


dz 

dx 


dz dz sin 9 

a” 8 "-* — 


dz sin 6 


( d 2 z 
\d9dr 


COSI 


dz ■ tí 

— — sin 9 — „ 

dr dO 


r dO r 
d 2 z sin 6 dz eos 9 


d9_ 

dx 

d9_ 

dx 


d9 


eos 9 


siní 


d 2 z d ídz\ d ídz\ dr d ídz\ dO 

dy 2 dy \ dy J dr \ dy J dy d9 \ dy ) dy 

(dz . dz eos 9\ dr d (dz . dz eos 9\ d9 
[dé*™ + dé~)dé + dé\dé* m + ~dé~)dy 
(d 2 z . d 2 z eos 9 dz eos 9\ . 

= y "dr 2 + dédé~r dé~é^~) Sm + 


d 2 z 

d9dr 


dz 

sin 9 + — eos 9 + 
dr 


d 2 z eos 9 
dé 2 ~r r 


dz sin 9 \ / eos 9 
d9 r ) \ r 


(Notemos que algunos términos se han derivado como producto, por ejem¬ 
plo 


d_ 

dé 


dz 

dr 


sm 


d_ 

dé 



sin 9+ 



d_ 

dé 


(sin0) 


d 2 z 

d9dr 


■ n 

sm u+ — eos 
dr 


0 ) 


Finalmente, reemplazando en la ecuación de Laplace dada y después de 
simplificar obtenemos: 

d 2 z 1 d 2 r 1 dz_ 
dr 2 r 2 d9 2 ^ r dr 

PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 


7. Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie 
x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 = 9 en el punto (2, —1,1). 

Solución. Con / ( x , y, z) = x 2 +2y 2 +3z 2 tenemos V/ = () = 

\d x dy dz) 

(2x, 4y,6z). El gradiente en (2,—1,1) es V/ = (4,—4, 6). Por tanto, la 
ecuación del plano pedido es 


4 (x — 2) — 4 (y + 1) + 6 (z — 1) = 0 ó 2x — 2y + 3z = 9 
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La ecuación ele la recta normal pedida es 


X = (2, —1,1) + £ (4, —4, 6) 


ó 


x = 2 + 4t 
y = -i - 4f 
2 = 1 + 6í 

8. Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie 
xy + yz = 2xz en el punto (1,1,1). 

Solución. Conviene escribir xy + yz — 2xz = 0, entonces con f (x, y, z) = 
xy + yz — 2 xz, tenemos 

Vf =(%wi) = (v - 2z - x+z - y - 2x) 

El gradiente en el punto (1,1,1) es: V/ = (—1,2, — 1). Por tanto, la 
ecuación del plano tangente pedido es: 

-1 (a; - 1) + 2 {y - 1) - 1 (z - 1) = 0 


ó 


x — 2y + z = 0 


La ecuación de la recta normal pedida es: 


X = (1,1,1) + í( —1,2,—1) 


ó 


x = 1 — t 
y = 1 + 2t 
z = 1 — t 


9. Mostrar que la ecuación del plano tangente a la cuádrica ax 2 +by 2 +cz 2 = d 
en el punto (xo, yo , zq) está dada por clxqx + by 0 y + czqz = d. 

( Of 0 f dz \ 

Solución. Con / (x, y , z) = ax 2 +by 2 +cz 2 tenemos V/ = ( —, — ) = 

\ ox ay az) 

( 2ax,2by 1 2cz ). El gradiente en (xo,yo,Zo) es: V/ = (2axo,2byo,2czo). 
Por tanto, la ecuación del plano tangente es 

2 ax 0 (x - x 0 ) + 2by 0 (y - y 0 ) + 2cz 0 {z - z 0 ) = 0 

dividiendo entre dos y agrupando: 


axox + byoy + czqz = ax^ + by$ + czfi 



5.9. EJERCICIOS RESUELTOS 


147 


pero axg + by¿ + czfi = d, por ser (a’o, yo, Zq) un punto de la superficie. 
Luego 

ax ox + byoy + czqz = d 

Nota. Entonces, la ecuación del plano tangente a la cuádrica en el 
punto dado se obtiene reemplazando las coordenadas del punto dado en 
la ecuación "desdoblada” de la cuádrica: 

ax 2 + by 2 + cz 2 = d => axx + byy + czz = d => axox + byoy + czqZ = d 


10. Aplicar el ejercicio anterior para hallar la ecuación del plano tangente al 
elipsoide x 2 + 2y 2 + 3 z 2 = 9 en el punto (2, —1,1). 

Solución. Desdoblando los cuadrados y reemplazando las coordenadas de 
(2, —1,1) tenemos que la ecuación del plano tangente pedido es: 


xqx + 2yoy + 3 zqz = 9 => 2x — 2y + 3z = 9 

(ver ejercicio 7). 

11. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva formada por la intersec¬ 
ción de las superficies x 2 + y 2 + 2z 2 =4 , z = e x ~ v en el punto (1,1,1). 
Solución. La intersección de los planos tangentes a las dos superficies da 
la recta tangente pedida. 

El plano tangente a x 2 + y 2 + 2z 2 = 4 en (1,1,1) es: 

(1) x + (1) y + 2 (1) z = I 
x + y + 2z = 4 (7) 

Por otra parte, con / ( x , y, z) = z — e x ~ v se tiene V/ = (— e x ~ v , e x ~ v , 1) 
y el gradiente en (1,1,1) es (—1,1,1); por tanto, la ecuación del plano 
tangente a z = e x ~ v en (1,1,1) es: 

(-1) (a; — 1) + (y — 1) + (z — 1) = 0 
x-y-z = -1 (8) 


De (7) y (8), intersectando los dos planos obtenemos la recta tangente 
pedida. Expresando todas las variables en función de una de ellas: 


x + y + 2z = 4 2x + 2 = 3 
x — y — z = — 1 y = x — z + 1 


x = 
V = 


3 z 



Usando el parámetro t, cambiamos z por t, la recta pedida es 


3 t 



z = t 
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12. Mostrar que las superficies x 2 + y 2 + z 2 = 18, xy = 9 son tangentes en 
(3,3,0). 

Solución. Debemos mostrar que en el punto (3,3,0) las dos superfiies 
tienen el mismo plano tangente. El plano tangente a la esfera x 2 +y 2 + z 2 = 
18 en (3, 3, 0) es: 

3a: + 3y + Oz = 18 ó , , 
x + y = 6 


Con / (x, y, z) = xy, tenemos V/ 

ente en (3,3,0) es V/ = (3,3,0). 
en (3,3, 0) es: 


(df df dz\ 

Por tanto, el plano tangente a xy = 9 


3 {x - 3) + 3 (y - 3) + 0 (z - 0) = 0 ó 
x + y = 6 


( 10 ) 


De (9) y (10) se deduce que ambas superficies tienen el mismo plano 
tangente en el punto (3,3, 0) y, por tanto, son tangentes en dicho punto. 

13. Mostrar que las superficies 3a; 2 + 4 y 2 + 8 z 2 = 36, x 2 + 2 y 2 — 4 z 2 = 6 se 
cortan perpendicularmente. 

Solución. Vamos a mostrar que los respectivos planos tangentes se cortan 
perpendicularmente. Considerando un punto (xo, yo, zq) de la intersección 
de las dos superficies cuádricas. Del ejercicio 9, los repectivos planos 
tangentes a las superficies 3a; 2 + 4 y 2 + 8 z 2 = 36, x 2 + 2 y 2 — 4z 2 = 6 en 
{xo,yo,z 0 ) son 


3a; 0 x + Ay 0 y + 8 zqz = 36 
x 0 x + 2 í / o 2 / - Az 0 z = 6 

Una normal al primer plano es Ni = (3xo,Ayo,8zo), mientras que una 
normal al segundo plano es N 2 = (xo, 2y 0 , —4zo). Como 

N 1 oN 2 = (3x 0 ,4y 0 ,8z 0 ) o (x 0 , 2y 0 - 4z 0 ) = 3a;o + 8y% - 32 zfi 
= 6 (xq, 2yl - 4^o) - (3 x 2 0 + 4 yl + 8^) 

= 6 (6)-36 = 0 (de 11) 

Esto dice que las normales a los dos planos son perpendiculares y, por 
tanto, estos planos son perpendiculares. Esto muestra que las dos super¬ 
ficies dadas se cortan perpendicularmente en todo punto donde se inter- 
sectan. 

14. Mostrar que la suma de los segmentos interceptados sobre los ejes coor¬ 
denados por el plano tangente a la superficie i/x + yfy + \fz = y/a, en 
cualquiera de sus puntos, es igual a a. 

Solución. Tomemos un punto cualquiera (xo,yo,Zo) de la superficie. Con 
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1 


/ (x, y, z) = y/x + y/y + yfz, tenemos V/ = 

ente en ( x 0 ,yo,z 0 ) es: V/ = ( tA=, 7^4=, 7 T~j= 

\2y/x¿ 2y/yo 2y/zo 

tangente en (xo, yo, Zq) es: 


1 


1 


2 yfx' 2y/y' 2yfz 

1 


y el gradi- 


. Por tanto, el plano 


(x - x 0 ) + -4= ( y - y 0 ) + (z - z 0 ) 


^y/Xo 


2y/V0 


2y/Zo 


Las intercepciones del plano tangente con los ejes x, y, z son: Con el eje 

x: 1 11 

7= (x ~ x 0 ) - = {yo) - (^o) = 0 


2 v / xjj 

hicimos y = z = 0 


2 y/yó 


2*\fzo 


yfx o 


— (v^O + y/yo + yfa) — 0 


V%0 


— y/a = 0 
x = Jax o 


(Por estar (xo, yo, Zo) sobre la superficie). 

Con el eje y: y = y/ayo (procediendo como para el eje x). 

Con el eje z: z = y/azo- 

Sumando y teniendo en cuenta que (xo, yo, ¿o) está en la superficie yfx + 
y/y + yfz = y/a: 

yfaxo + y/ay o + f~ázf = y/a {y/xó + yfyo + yfzo) = yfayfa = a 


15. Mostrar que toda recta normal a una esfera pasa por el centro. 

Solución. Es suficiente considerar que la esfera centrada en el origen de 
radio R: 

2 i 2 i 2 _ r>2 

x + y + z = R 

Considerando un punto cualquiera (xo, yo, Zo) de dicha esfera. Con / (x, y, z 
x 2 + y 2 + z 2 , tenemos V/ = (2x,2y,2z). El gradiente en (x 0 ,yo,Zo) es 
V/ = (2x 0 ,2yo,2z 0 ) es: 


X = (x 0 , yo, z 0 ) +1 (2x 0 ,2j/o, 2 z 0 ) 


Tomando t = — - vemos que esta recta pasa por el origen (0,0, 0), que es 
el centro de la esfera. 

16. Determinar la ecuación del plano tangente a la superficie x 2 + 2y 2 + 3 z 2 = 
21 y paralelo al plano x + 4y + 6z = 0. 

Solución. Dos planos paralelos tienen sus normales paralelas. El plano 
tangente a x 2 + 2y 2 + 3 z 2 = 21 en un punto (xq, yo, Zo) es xqx + 2yoy + 
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3zqZ = 21 y una normal a este plano es Ni = (xo,2yo,3zo). Por otra 
parte, una normal al plano dado x + 4y + 62 = 0 es: N 2 = (1,4,6). 
Las normales Ni, N 2 son paralelas si Ni = kN 2 , k constante. Es decir 
(a’o, 2yo, 3zo) = A; (1,4, 6 ). Igualando componentes y considerando que 
(a’o, yo, ¿o) está en x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 = 21, obtenemos el sistema: 


Xq = k 2yo = 4 k 

3zq = 6fc ’ Xq + 2y¿ + 3 zq = 21 


k 2 +2 (2kf+3(2kf = 21 


k 2 = 1 

k = ±1 


Luego, hay dos soluciones: Si k = 1, obtenemos (xo,yo,Zo) = (1,2,2) 
y, por tanto, una primera solución es: x + 4 + 6z = —21. Si k = — 1, 
obtenemos (xo,yo,zo) = (-1,-2,—2) y, por tanto, una segunda solución 
es: — x — 4y — 6z = 21 ó x + 4y + 6z = —21. 


'df df dz 
K dx ’ dy ’ dz 

dicular al plano tangente a la superficie / (x, y,z) = c en Xq. 


17. Mostrar que el vector gradiente en X 0 . V/ = 


es perpen- 



Solución. Consideremos una curva C sobre la superficie y tal que pasa 
por (xq, yo, zo)- Sea C (t) = (x (t) ,y (t) ,z (t)) la ecuación paramétrica 
de dicha curva; como pasa por (xo,yo,zo) hay un punto tal que C (t 0 ) = 
(a,’o, y o, Zo). Sobre la curva C, / (x, y,z) = c se expresa como 

f(x(t),y(t),z(t))=c (12) 

Derivando la ecuación 12 con respecto a t, en íq, tenemos 

d¿dx df_dy dj^dz = Q 

dx dt dy dt dz dt 

ó 

(jL'líy 1 If) ° ^ V ' ^ ’ V ' ^ ’ Z ' = ° 

se evalúa en (xq, yo, zq). 

El vector C' (¿o) = (%' (ío) , y' (to) , z' (to)) es tangente a la curva en (xq, yo, z0) 


, , üf ,'df df dz 

donde V/ = —. —, — 

1 ox oy oz 
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y, por tanto, (13) dice que el gradiente en Xo, V/, es perpendicular al 
fector tangente a la curva C en (xo, yo, 2o)- Esto muestra que el vector 
gradiente en X 0 es perpendicular a los vectores tangentes a las curvas so¬ 
bre la superficie que pasan por (xq, yo, Zq). Al plano que determina estos 
vectores se llama plano tangente a la superficie en (xo,yo, Zq). Luego el 
gradiente en (xo,yo,zo) es perpendicular al plano tangente a la superficie 
en (x 0 ,yo,z 0 ). 

DERIVADAS DIRECCIONALES 


18. Calcular la derivada direccional de f (x,y) = x 2 — xy,y 2 , en el punto 
(1, —2) en la dirección del vector V (3,4). 

Solución. Como V/ = (2x — y, — x + 2y), en el punto (1,-2) tenemos 
V/ = (4, —5). La derivada direccional pedida es: 


Vv/ = V/ o^-(4,-5)oM 


8 

5 


19. Calcular la derivada direccional de / (x, y, z) = 3a: 2 — yz + z 2 en el punto 
(1, 2, —1) en la dirección del vector V (2, —1, 2). 

Solución. Como V/ = (6x, — z, — y + 2z); en el punto (1,2,—1) tenemos 
V/ = (6,1, —4). La derivada direccional pedida es: 

Vv/ = (6,1,-4)o (2 ’~ 1>2) =1 


20. Hallar la derivada direcciona de F = x 2 yz 3 a lo largo de la cúbica / (í) = 
(í, t 2 ,t 3 ) en el punto (1,1,1). 

Solución. Como /' (í) = (l,2í,3í 2 ), un vector tangente a la cúbica en el 
punto (1,1,1) es /' (1) = (1, 2, 3). Además, el gradiente de F en (1,1,1) es 
V/ = (2 xyz 3 , x 2 z 2 ,3x 2 yz 2 ) = (2,1,3). Por tanto, la derivada direccional 
pedida es: 


(2,1,3) o 


(1,2,3) 

Vli 



21. Si / (x, y, z ) = 3x 2 — yz, ¿en qué dirección la derivada direccional de / en 
el punto (1, —1, 3) es a) máxima?, b) mínima?, c) calcular dichos valores. 
Solución, a) La máxima derivada direccional en el punto (1, —1,3) se 
obtiene en la dirección del vector gradiente de f en (1, —1,3): Vf = 
(6 x,-z,-y) = (6,-3,1). 

b) La mínima derivada direccional en el punto (1, —1,3) se obtiene en la 
dirección del vector — V/ = (—6, 3,-1). 

c) El máximo y mínimo valor de las derivadas direccionales anteriores son, 
respectivamente, |V/| = >/46 y — |V/| = — \/46. 

22. Si la temperatura T en un punto (x, y, z) está dada por T (x, y,z) = x + 
y 2 + z 4 , ¿en qué dirección la temperatura en el punto (1, 2,1) a) aumenta 
con mayor rapidez?, b) disminuye con mayor rapidez?, c) si la temperatura 
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se mide en grados y la distancia en metros calcular dichos valores. 
Solución, a) La temperatura en el punto (1,2,1) aumenta con mayor 
rapidez en la dirección del vector VT = ( l,2y,4z 3 ) = (1,4,4). 

b) La temperatura en el punto (1, 2,1) disminuye más rápidamente en la 
dirección del vector —VT = (—1, —4, —4). 

c) El máximo aumento de temperatura es a razón de |VT| = 33 grad/m., 
y la máxima disminución a razón de — |VT| = —33 grad/m. 

23. Hallar los valores de las constantes a, b , c tales que la derivada direccional 
de f (x,y,z) = axy 2 + byz + cz 2 x 3 en el punto (1,2,—1) tenga el valor 
máximo 64 y la dirección paralela al eje z. 

Solución. Como la derivada direccional en el punto (1,2,—1) es máx¬ 
ima en la dirección del gradiente de / en dicho punto, el vector V/ = 
( ay 2 + 3cz 2 x 2 , 2 axy + bz , by + 2 czx 3 ) = (4 a + 3c, 4a — b, 2b — 2c) debe ser 
paralelo al eje 2 . Esto ocurre si 


4a + 3c = 0, 4a - b = 0 (14) 

Por otra parte, dicha máxima derivada direccional debe ser 64; es decir 
(4a + 3c, 4a - b, 2b - 2c) o (0, 0,1) = 64 


de donde 


2b - 2c = 64 
b-c = 32 


(15) 


Resolviendo el sistema formado por (14) y (15) obtenemos los valores de 
a, b y c: 

4a + 3c = 0 
4a - b =0 
b - c = 32 


resolviendo el sistema 


a = 6 
b = 24 
c= -8 

(Se ha considerado la dirección positiva del eje z dada por (0,0,1), si se 
considera la dirección negativa dada por (0,0,—1) se obtiene a = —6, 
b = -24, c = 8. 

24. Mostrar que la derivada direccional de / (x, y , z) en X 0 en la dirección del 
vector V está dado por 


Vv/ (X 0 ) = V/ (X 0 ) o 
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z 



xo+tV 


xo 



R 

Fig. 5.9 


Solución. Supongamos que el vector V es unitario, 
ción 


V v / (X 0 ) = Jim 


/ (X 0 + tV)-f (Xo) 
t 


Entonces, por definí- 


(15) 


Sean X 0 = (xq, yo, Zo), V = (v\,V 2 ,v 3 ). Notemos que el segundo miembro 
de (15) es la definición de la derivada en t = 0 de la composición de la 
función que a cada t asigna el vector Xo + ¿V (es decir x = Xo + tv i, 
y = Uo + tv 2 , z = Zo + tv 3 ) y la función / (x, y, z). Teniendo en cuenta el 
diagrama 5 y aplicando la regla de la cadena para derivar / con respecto 
a t en t = 0 , obtenemos: 


ü m / (X° + t.V) — f (Xq) 
í->o t 


df dx df dy df dz 
dx dt + dy dt dz dt 

= (?¿dfd¿\ 

\ dx ’ dy' dz ) 


dx 


Vi + 


df 

dy 


v 2 + 


d¿ 

dz 


V3 


°{vi,V2,v 3 ) (16) 


donde todas las derivadas parciales anteriores se evalúan en Xq = (xo, yo, ¿o). 
Por tanto, el segundo miembro de (16) se expresa como V/(X 0 ) o V. 
Luego; 


V v / (X 0 ) = lim /(Ao+t ^ ) /(Ao) = V/ (X 0 ) o V (17) 


En general, si V no es unitario, se considera el vector unitario (que 

obviamente tiene la misma dirección que V) y procediendo como antes la 
ecuación (17) se transforma en la fórmula pedida: 


Vv/(X 0 )=V/(X 0 )oE 


25. Mostrar que la máxima derivada direccional de / (x, y, z) en un punto se 
obtiene en 1a. dirección del gradiente de /, V/, en dicho punto. Calcular 
tal valor. 

Solución. Puesto que la derivada direccional de / en un punto en la 
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dirección de un vector V es la componente del gradiente de /, V/, en 
dicho punto es la componente en la dirección de V; tal componente es 
máxima si V/ tiene la misma dirección que V (ver Fig. ###). Por tanto 
la máxima derivada direccional de / se obtiene en la dirección de V/. Su 
valor es: 


V/o 


V/ 

|V/| 


|V/I 2 

|V/| 


|V/| 


MAXIMOS Y MINIMOS 


26. Hallar los máximos y mínimos relativos de / ( x, y) = x 2 +4xy—y 2 —8x—6y. 
Solución. Primeramente determinaremos los puntos críticos resolviendo el 
sistema: 


=>• ( 2 , 1 ) es punto crítico. 

dy ~ " y 


df 


= 2x + 4y — 8 = 0 x = 2 

— in-— - fi = n 2/ = 1 


d 2 f 

Enseguida determinamos la naturaleza de este punto crítico. Como 7 — = 

d:x ¿ 


n d 2 f 

9 _í_ — _9 

’ dy 2 


d 2 f 

= 4; entonces A = (2) (—2) — (4 ) 2 = —20. Por ser 


dydx 


A < 0, la función no tiene máximos ni mínimos relativos; el punto ( 2 , 1 ) 
es punto de silla. 


27. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x, y) = x 3 + y 3 — 3x — 3y + 20. 
Solución. Primeramente determinamos los puntos críticos resolviendo el 
sistema: 


= 3x 2 -3 = 0 


dy 


= 3y 2 - 3 = 0 


x = ±1 

y = ±1 


Los puntos críticos son P\ (1,1), P 2 (1, —1), P 3 (—1,1) y P 4 (—1, —1). En 

d 2 f 

seguida determinamos la naturaleza de estos puntos críticos. Como 7-77 = 

dx z 

d 2 f d 2 f 

6x ’ R~2 = 6 2L = °- 

dy ¿ dydx 

f 

Para Pi (1,1) tenemos A = ( 6 ) ( 6 ) — O 2 = 36 > 0 y como 7 — 5 - = 6 > 0, en 

dx z 


Pi (1,1) hay mínimo relativo. 

Para P 2 (1, —1) tenemos A = ( 6 ) (— 6 ) — O 2 = —36 < 0. Por tanto, en 
P 2 (1, —1) no hay máximo ni mínimo; es punto de silla. 

Para P 3 (—1,1) no tenemos A = (— 6 ) ( 6 ) — O 2 = —36 > 0. Por tanto, en 
P 3 (—1,1) no hay máximo ni mínimo; es punto silla. 


Para P 4 (—1, —1) tenemos A 


(- 6 ) (- 6 ) - O 2 


36 > 0 y como 


s 2 / 

dx 2 


—6 < 0; en P 4 (—1, — 1) hay máximo relativo. 



5.9. EJERCICIOS RESUELTOS 


155 


28. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x, y) = e x ~ y ( x 2 — 2 y 2 ). 
Solución. Primeramente determinamos los puntos críticos resolviendo el 
sistema: 


-L = e x ~y ( x 2 - 2 y 2 ) + e x ~ y (2x) = 0 

_L = _ e x-v í x 2 _ 2y 2\ + e x-v (_ 4y \ = o 

r)'ii ' ' 


e x v (x 2 + 2x — 2 y 2 ) = 0 
e x ~ v (— x 2 + 2 y 2 — 4 y) = 0 


Como e x v ^ 0, el anterior sistema se reduce a 


x 2 + 2x — 2 y 2 = 0 
—a : 2 + 2y 2 — 4y = 0 


=>■ 2 cc — 4y = 0 =>■ x = 2y 


Reemplazando en la primera ecuación: Ay 2 +Iy — 2y 2 = 0 => 2y {y + 2) = 0 
de donde y = 0, y = —2. Con y = 0, x = 0; con y = —2, a: = —4. 

Por tanto, los puntos críticos son P\ (0,0), P 2 (-4,-2). Enseguida deter- 

d 2 f 9 

minamos la naturaleza de estos puntos críticos. Como —— = e x ~ y (x 2 + 2x — 2y 2 ) + 

ox z 

fp f 

e x ~ v {2x + 2 ),g£ = —é*~ v {-X 2 + 2y 2 - 4 y) + e x ~y (4 y - 4), = 

-e x ~y (x 2 + 2a: - 2a/ 2 ) + (-4y). 

Para P\ (0, 0) tenemos: A = (2) (—4) — O 2 = — 8 < 0 entonces en (0, 0) 
hay punto silla. 

Para P 2 (—4, —2) tenemos A = (— 6 e -2 ) (—12e -2 ) — ( 8 e _2 )“ = 8 e -4 > 0 

d 2 f_ 

y como —— = — 6 e -2 < 0, en P 2 (—4, —2) hay máximo relativo. 
ax ¿ 


29. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x,y) = sin a; + sinj/ + 

7r 7T 

sin (x + y) con 0 <a :<—, 0 < y < —. 

Solución. Primeramente determinamos los puntos críticos resolviendo el 
sistema: 


d¿ 

% 


dy 


= eos x + eos (a: + y) = 0 
= eos y + eos (x + y) = 0 


eos (x + y) = — eos x 
eos (x + y) = — eos y 


=> eos x = eos y 


7T 

Teniendo en cuenta que x, y están entre 0 y —, de la última igualdad 
tenemos: x = y, reemplazando: eos (2x) = — eos x = eos ( 7 r — x) de donde 

/ 7T. 7T 7T 

2x = ir — x (por estar x, y entre 0 y —a;=—, y= — entonces 

Z OO 

es punto crítico. 



Enseguida determinamos la naturaleza de este punto crítico. Como 


d 2 f 

— sin x — sin (x + y), = ~ sin y — sin (x + 

óy ¿ 


a 2 / 

dx 2 


d 2 f 
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y como 


tenemos A = 


a 2 / 

dx 2 



= 6 > 0 


hay máximo relativo. 


30. Encontrar los extremos de z sobre la superficie x 2 + Ixy + z 2 = 4. 

Solución. La ecuación de la superficie define a 2 como función implícita de 
x, y. Primeramente determinaremos los puntos críticos, para ello necesita- 

dz Oz 

mos las derivadas parciales —, —. Derivando con respecto a x (teniendo 

dx ay 

en cuenta que z depende de x, que y es independiente de x): 


x 2 + 4 xy + z 2 


dz 

2x + Ay + 2 z— = 0 => 
dx 


dz 

dx 


Derivando con respecto a y: 


■ 4 xy 


o , „ dz dz 

z 2 = 4 => 4x + 2z— = 0 => — = 


dy 


dy 


x + 2 y 

z 


2x 

z 


igualando a cero ambas derivadas parciales obtenemos los puntos críticos: 
dz x + 2 y 


dz 

dy 


2x 


x + 2y = 0 
2x = 0 


x = 0 
y = 0 


Cuando x = 0, y = 0, de la ecuación de la superficie tenemos que 2 = ±2; 
entonces debemos analizar en los puntos (0,0,2) y (0,0,—2). Enseguida 
determinamos la naturaleza de estos puntos, para ello necesitamos las 
segundas derivadas parciales: 


d 2 z 

-i. 


di x + 2 y\ 

dx 2 

dx 1 

\dx J 

dx l z ) 


z{l) - (x + 2y ) 


dz 

dx 


d 2 z 

dydx 


d 2 z _ d í dz\ di 2cc\ 
dy 2 dy \dy) dy \ z ) 

dz 

8_ ( x + 2y \ *(2 )-(* + 2¡>)g¿ 

dy \ z J z 2 


z - {x + 2y) ( ^ + z ^ 

/ dz\ 

^ [dy^) _ 2 ® 

z 2 z 2 \ z J 

2z-(x + 2y) 


Evaluando en las segundas derivadas parciales en P 1 (0, 0, 2) tenemos: A = 
^ (0) — (—l) 2 = —1 < 0. Por tanto, en (0,0,2) no hay máximo ni 
mínimo, hay punto silla. 

Evaluando en (0,0,—2) tenemos A = (0) — (l) 2 = —1 < 0 entonces 

en (0,0, —2) tampoco hay mínimo ni máximo, hay punto silla. 
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31. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x, y) = (x — y) (1 — xy). 


.+++ + + 

+ + + + . . 
+ + + - - - 

- + ' gtI-.'-' 
+ + + +~+~+ 


"*” + + 13 )- 

+ , rz_ 


+ 
+ 
+ 


+ ++ + + 
+ ++ + + 

+ + + + + 
+ + + + + 


Fig. 5.10 


+ + + + - - - 

+ + + +- 

+ + + + 

+ + + + 

y 

- - - + ++ + 

i - + + + + 

x + +++ 

+ +++ 

+ + + + X 

+ + + + X 

+ + + + / - 

+ + + + 

+ + + + / _ _ 

- - - + + + + 

+ + + +/ 



- - - + + + + 

+ + + + X 

- \ 


Fig. 5.11 


Solución. Conviene hacer / ( x,y) = (x — y) (1 — xy) = —x 2 y+x — y + xy 2 . 
Primeramente determinamos los puntos críticos resolviendo el sistema: 


df 

— = 2 xy + 1 + y 2 = 0 


1 


x = 


y 


dy 


= — x 2 — 1 + 2xy = 0 


2 y , 
(i + y 2 Y 
4 y 2 


~ 1 + (l + y 2 ) = 0 


(donde se ha despejado x en la primera ecuación y reemplazando en la 
segunda). 

Simplificando en la última ecuación tenemos: 3 y 4 — 2 y 2 — 1 = 0 => y 2 = 
1 ± 2 

—-— => y 2 = 1 =>■ y = ±1. Con y = 1, x = 1; con x = —1, y = —1; por 
tanto los puntos críticos son P\ (1,1); P 2 (—1, —1). 

Enseguida determinamos la naturaleza de estos puntos críticos. Como 

d 2 f n d 2 f n d 2 f 

- ñ ~2 = q “~2 = 2x ’ = ~ 2x - 

ox z oy ¿ oyox 

Para P\ (1,1) tenemos: A = (—2) (2) — (—2 ) 2 = 0. 

Para P 2 (—1, —1) tenemos A = (2) (—2) — (2 ) 2 = 0. 

Lamentablemente al ser A = 0, no podemos afirmar nada sobre la nat¬ 
uraleza de los puntos críticos P\ (1,1) y P 2 (—1, —1). Debemos hacer un 
estudio más detenido de la función alrededor de estos puntos. 

Vamos a determinar las regiones del plano xy donde la función toma val¬ 
ores positivos y las regiones donde toma valores negativos: 


x — y > 0, 1 — xy > 0 
f{x,y) = (x-y){l-xy)> 0 si ó 

x — y < 0 , \ — xy 

x — y < 0 , \ — xy > ú 
f{x,y) = {x- y) (1 -xy) > 0 si ó 

x — y > 0 , \ — xy 
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En la Fig. ### se ha señalado con + las regiones donde la función es 
positiva y con — donde es negativa. Evidentemente sobre la recta x — y = 0 
y la hipérbola 1 — xy = 0 la función se anula. Por tanto teniendo en 
cuenta que en P\ (1,1) y P 2 (—1, —1) la función se anula y alrededor toma 
tanto valores positivos como negativos, vemos que en estos puntos no hay 
máximo ni mínimo relativos. Ambos puntos son puntos de silla. 


32. Mostrar con un ejemplo que cuando A = 0 en un punto crítico, en dicho 
punto puede haber a) mínimo, b) máximo ó c) punto silla. 


Solución, a) Sea f (x,y) = x 4 + y 4 . Del sistema 


df 


df 


= 4a: 3 , J = 4 y 3 ; 
a x ay 

d 2 f d 2 f 

tenemos que (0,0) es un punto crítico. Como —— = 12a; 2 , —— = 12 y 2 , 

ax ¿ oy ¿ 

Q 2 f 

_ - = 0, en (0.0) vemos que A = (0) (0) — O 2 = 0. Sin embargo, obser- 
oyox 

vando que f (x,y) = x 4 + y 4 >0 para (x,y) Y ( 0 , 0 ), deducimos que en 
( 0 , 0 ) hay mínimo (en este caso absoluto). 

b) Sea / (a;, y) = — ( x 4 + y 4 ). Procediendo como antes se ve que (0, 0) 
es un punto crítico y, además, en este punto A = 0. Observando que 
/ (x, y) = — ( x 4 + y 4 ) < 0 para (a;, y) Y ( 0 , 0 ) deducimos que en ( 0 , 0 ) hay 
máximo (en este caso absoluto). 

c) Sea / (a;, y) — x 4 —y 4 . Expresando / (x, y) = x 4 —y 4 = (x — y) (x + y) ( x 2 
y procediendo como en el ejercicio anterior vemos que la función se anula 
en el origen ( 0 , 0 ) y toma valores positivos y negativos alrededor de este 
punto. Por tanto el punto (0,0) es un punto silla (ver Fig. ###). 


33. Mostrar que es necesario que las primeras derivadas parciales de / (x, y) 
se anulen en (xo,yo) para que / tenga un máximo o mínimo relativo en 
(xo,yo)- Es decir, 


fa. (xo, Vo) = 0 , Qy {x 0 , y 0 ) = 0 ( 1 ) 

Solución. Si f (x,y) tiene un máximo o mínimo relativo en ( Xo,yo ), en 
particular, manteniendo yo constante; / (xq. yo) tiene un máximo o mínimo 
en (xo,yo)- Por lo visto en el Cálculo I para funciones de una variable, 
para que f (xq, yo) tenga un máximo o mínimo relativo en (xo,yo). Por 
tanto, / (a;, y) tiene máximo o mínimo relativo en (xq, yo) si se cumple ( 1 ). 


34. Mostrar que / tiene un máximo relativo en (xo,yo) si f x = 0, f y = 0, 
A = (f xx ) {fyy) — {fxyY > 0 y f xx < 0 , donde todas las derivadas parciales 
se evalúan en ( Xo,yo ) y son continuas. 

Solución. Por el teorema de Taylor tenemos 


f(x 0 + h,y 0 + k) = f (x 0 ,yo) + hf x (x 0 ,yo) + hf y (x 0 ,yo) 

+ 2 (.h 2 ,fxx + hkfxy + k 2 fyy) (17) 



5.9. EJERCICIOS RESUELTOS 


159 


donde las segundas derivadas parciales se evalúan en algún punto (xq + 9h , yo + Ok), 
0 < 9 < 1, que se encuentra en el segmento de recta que une los puntos 
(ao.J/o) y (*o + h,y 0 + k). 

Por el Ejercicio 33, si / tiene máximo o mínimo relativo en (xo,yo)', 
fx (*o, 2/o) = 0, f y (x 0 , yo) = 0 y (17) se reduce a 


/ (*o + h, yo + k) = f (x 0 , y 0 ) + ^ (h 2 f xx + hkf xy + k 2 f yy ) (18) 
Factorizando f xx y completando cuadrados en (18) obtenemos 


/ (*o + h, y 0 + k)—f (x 0 , yo) 




(19) 


Por hipótesis fxxfyy ~ fxy > 0 cuando las derivadas parciales se evalúan 
en (xo,yo), pero por la continuidad de dichas derivadas parciales, para h, 
k suficientemente pequeños, la desigualdad se mantiene cuando se evalúa 
en (a’o + 9h,y 0 + 9k ) y, por tanto, el signo del segundo miembro de (19) 
está determinado por el de f xx . Como f xx < 0 (por hipótesis) de (19) 
tenemos: / (xo + h, yo + k) < f (xo, yo)- Esto dice que / tiene un máximo 
relativo en (xo,yo)- 

MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONADOS (Multiplicadores 
de Lagrange) 

35. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x,y) = x 2 + y 2 sujeta a 
<j>(x,y) = x - y + 1 = 0. 

Solución. Primeramente formamos la función auxiliar. 


F = f + \cf) = x 2 + y 2 + X (x - y + 1) 


Enseguida, hallamos los puntos críticos de F (posibles máximos y mínimos 
de F y, por tanto, de / sujeta a (j> = 0) resolviendo el sistema: 


F x — fx + — 2x + X — 0 

Fy = fy + ^ <t> y = 2y + A (—1) = 0 
F\ = <j> = x — y + 1 = 0 


2 (* + y) = 0 
x — y + 1 = 0 


1 



Entonces 


1 1 
2 ’ 2 


es punto crítico de F. 


función auxiliar F = f + Xcf> obtenemos 


Reemplazando A = 1 en la 


F = x 2 +y 2 + x — y + 1 


Calculamos las segundas derivadas parciales en el punto crítico 



F x — 2x 1 
Fy = 2y — 1 


1 XX — " 

Fyy = 2 =► A = (F xx ) (. F yy )-(F xy f = (2) (2)-0 2 = 4 > 0 
F X y = 0 
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Como F xx = 2 > 0, en 


1 1 

2 ’ 2 


hay mínimo relativo de F y, por tanto, 


en 



hay mínimo relativo de / sujeta a <f> = 0 . 


36. Sabiendo que existen los máximos y mínimos condicionados, hallar los 
máximos y mínimos relativos de / (a:, y) = x 2 —y 2 restringido a x 2 +y 2 = 1. 
Solución. Primeramente, con <¡> = x 2 + y 1 — 1 = 0, formamos la función 
auxiliar. 

F = f + Xcj) = x 2 - y 2 + A (x 2 + y 2 - l) 

Los puntos críticos de F los obtenemos resolviendo el sistema: 


F x = 2x + A (2x) =0 (A + 1) x = 0 (1) 

F y = —2y + A (2y) = 0 (A-l)y = 0 ( 2 ) 

F\ = x + y 2 — 1 = 0 x 2 + y 2 = 1 (3) 


De (1), si x = 0 y considerando (3) tenemos y = ±1; entonces (0,1), 
(0,-1) son puntos críticos de F. De (2), si y = 0 y considerando (3) 
tenemos x = ± 1 ; entonces ( 1 , 0 ), (— 1 , 0 ) son también puntos críticos de la 
función auxiliar F. 

Notemos que de (1) y (2) podemos obtener A = ±1 y reemplazando en 
F = f + \<j> averiguar la naturaleza de estos puntos críticos por medio de 
las segundas derivadas parciales. Sin embargo, la única información que 
obtenemos es que, al ser A < 0, se trata de punto silla y, por tanto; no 
podemos decir nada todavía sobre / sujeta. 

Como sabemos que existen los máximos y mínimos relativos, evaluando / 
en los puntos crítios tenemos: 


/ ( 0 , 1 ) = -1 , / ( 0 , - 1 ) = -1 , / ( 1 , 0 ) = 1 , / (- 1 , 0 ) = 1 

y comparando: / sujeto a <f> = 0 tiene mínimo relativo en los puntos ( 0 , 1 ), 
( 0 , — 1 ) y máximo relativo en ( 1 , 0 ), (— 1 , 0 ). 

37. Hallar los máximos y mínimos relativos de / (x, y) = xy sujeto & x — y = 0. 
Solución. Primeramente con (f> (x, y) = x — y = 0, formamos la función 
auxiliar 

F = f + X<j) = xy + A (x - y) 

Los puntos críticos de F los obtenemos resolviendo el sistema: 

F x = y + A = 0 A = —y _ x = 0 

F y = x + X (—1) = 0 =>• A = x => _ ^ => y = 0 
F\ = x — y = 0 x = y X ^ A = 0 


Entonces (0,0) es un punto crítico de F. Reemplazando en F = f + \(j) 
y calculando las segundas derivadas parciales en el punto crítico ( 0 , 0 ) 
tenemos: 


F = xy 


F x = y 

Fy = X 


Fyy= 0 => A = (0) (0) l 1 = 1 < 0 

F X y = 1 
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Por tanto F no tiene ni máximo ni mínimo en (0, 0), sin embargo; esto no 
nos dice nada respecto a la función / sujeta a <f> = 0. Es necesario hacer 
un estudio más detenido: 


De / {x, y ) = xy 
x = y 


=>■ / = x 


2 


que evidentemente tiene un mínimo relativo en el punto (0, 0). Por tanto 
/ sujeto a (f> = 0 tiene mínimo relativo en ( 0 , 0 ). 

38. Hallar los máximos y mínimos de / (x, y, z) = x + y + z sujeto a las 
condiciones restrictivas x 2 + y 2 = 2 , x + z — 1 . 

Solución. Como hay dos condiciones, necesitamos dos multiplicadores de 
Lagrange. Con (f) 1 ■= x 2 + y 2 — 2 = 0- (¡) 2 = x + z — 1 = 0 formamos la 
función auxiliar 

F = f + Ai cf> 1 + A 2</>2 = x y F z -\- {x 2 + y 2 — 2) + A 2 {x + z — 1) 

Los puntos críticos de F los 

F x = 1 + Ai (2x) + A 2 = 0 
F y = 1 + Ai (2 y) + A 2 (0) = 

F z = 1 + Ai (0) + A 2 = 0 
F Xl = x 2 + y 2 - 2 = 0 
F\ 2 = x + z — 1 = 0 

Entonces (0, y/2, l), (0, —\/2, l) son puntos críticos de F. Podríamos re¬ 
currir a las segundas derivadas parciales de F para intentar examinar la 
naturaleza de estos puntos críticos. Sin embargo, notemos que geométrica¬ 
mente la función a maximizar es la suma de las coordenadas de los puntos 
de la curva (especie de elipse) determinada por la intersección del cilindro 
x 2 + y 2 = 2 y el plano x + z = 1. Entonces es claro que la función tiene 
máximo y mínimo relativos. Por tanto, evaluando / en los puntos críticos: 

/( 0 , V 2 , 1 ) = 1 + V 2 

/ (0, -s/2, \)=\-y/2 

entonces, comparando / sujeto a f/q = 0 , 0 2 = 0 tiene un máximo relativo 
en (O, y/2, l) y un mínimo relativo en ( 0 , —y/2, l). 

39. Hallar la distancia más corta del punto (2, —3,1) al plano 2 = 2x + 5y — 3. 
Solución. La función a maximizar es la distancia de (2, —3,1) a un punto 
(x, y, z) del plano dado. Es decir 

d = \j{x- 2 ) 2 + (y + 3 ) 2 + (z - l ) 2 

sujeto a 2x + 5y — z — 3 = 0. Conviene tratar simplemente D = (x — 2 ) 2 + 
(■ y + 3 ) 2 + (z — l) 2 sujeto a 2x + 5y — z — 3 = 0, pues donde d toma su 


s obtenemos del sistema: 


2x\\ = 0 
= 0 2y\\ = 0 

=> A 2 = — 1 

x 2 + y 2 — 2 = 0 
x + z — 1 = 0 


x = 0 

Ai / 0, ^Ai 

A 2 = —1 
y = ±V 2 
z = 1 
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máximo o mínimo relativo, también lo hace D y recíprocamente. 
Formamos la función auxiliar 

F = D + Xcf> = (x — 2) 2 + (y + 3) 2 + (z — l) 2 + A ( 2x + 5y — z — 3) 
Los puntos críticos de F los obtenemos del sistema: 

F x = 2 {x - 2) + A (2) = 0 
F y = 2 (y + 3) + A (5) = 0 
F z = 2(z — 1) + X (—1) = 0 
F\ = 2x + 5y — z — 3 = 0 


x = ó 

y = - 


í 

Z = ~2 
A = -1 


entonces el punto 


3,- 


1 1 

2 ’ 2 


punto crítico de F. 


Para determinar la naturaleza del punto crítico obtenido conviene tener en 
cuenta el significado geométrico del problema. Geométricamente es claro 
que hay una mínima distancia del punto (2, —3,1) al plano dado y, por 


tanto, dicha mínima distancia se debe producir con 


3,- 


1 1 

2 ’ 2 


. Luego la 


distancia más corta pedida es 


d = 


(3 — 2 ) 2 + 




40. Hallar la mínima distancia del origen a la hipérbola x 2 + xy + y 2 = 3. 
Solución. La función a minimizar es la distancia del origen (0, 0) a un 
punto (x,y) de la hipérbola: d = \/x 2 + y 2 sujeto a x 2 + xy + y 2 = 3. 
Como en el ejercicio anterior, conviene trabajar con la función D = x 2 +y 2 
sujeto a x 2 + xy + y 2 = 3. Primeramente, con </> = x 2 + xy + y 2 — 3 = 0, 
formamos la función auxiliar 


F = D + \(j> = x 2 + y 2 + A (x 2 + xy + y 2 - 3) 

Los puntos críticos de F los obtenemos del sistema: 

F x = 2x + A (2x + y) = 0 2 (1 + A) x + y = 0 (1) 

F y = 2y + A (x + 2 y) = 0 => a: + 2(l + A) = 0 (2) 

F\ = x 2 + xy + y 2 — 3 = 0 x 2 + xy + y 2 — 3 = 0 (3) 

El sistema (1), (2) debe tener soluciones (x,y) diferentes de (0,0), pues 
(x,y) = (0,0) no cumple la ecuación (3) por no estar sobre la hipérbola. 
Por tanto, se debe tener 


= 0 =>• 3A 2 + 8 A + 4 = 0 =>• Al 3 

A 2 = —2 


2(1 +A) A 
A 2(1 +A) 
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SÍ Al= ~^ 

2 G) x “GO !,=o 

x 2 + xy + y 2 — 3 = O 


x = y 

x 2 + xy + y 2 — 3 = O 


Luego, los puntos (1,1), (—1, —1) son puntos críticos. 
Si A 2 = -2: 


2 ( — 1) x — 2y = x = -y 

x 2 + xy + y 2 — 3 = 0 x 2 + xy + y 2 — 3 = 0 


x = ±\/3 

y = ±V 3 


x = ±\/3 
í/ = ±v / 3 


Luego, los puntos (\/3, — v/3), (—\/3, \/3) son otros puntos críticos. 
Recurriendo a las segundas derivadas parciales F^, F yy , F^ no se puede 
determinar la naturaleza de estos puntos críticos para / sujeta a <f) = 0, 
(por lo que omitimos los cálculos). Pero sabemos que hay una mínima 
di stancia del origen a la hipérbola, por tanto; procedemos a evaluar d = 
\Jx 2 + y 2 en cada punto crítico: 

d (1,1) = y/2, d (-1, -1) = y/2, d (V3, = V&, d \/3, = VQ 

Comparando los valores que toma d en cada punto crítico tenemos que 
la mínima distancia del origen a la hipérbola dada es \[2. (Ocurre en los 
puntos (1,1) y (—1, —1) de la hipérbola). 

41. Calcular las dimensiones de una cada rectangular, sin tapa, de volumen 
máximo si tiene 108 m 2 de superficie. 



\z 

R 



Fig. 5.12 


xo 

r R Fig. 5.13 

X 


Solución. De la Fig. ###, el volumen de la caja es V = xyz. La superficie 
de la caja sin tapa debe ser 108, es decir 2 xz + 2 yz + xy = 108.Por tanto, 
debemos minimizar V = xyz sujeta a 2xz+2yz+xy = 108. Primeramente, 
con cf> = 2xz + 2yz + xy — 108; formamos la función auxiliar 


F = V + \<j) = xyz + A (2 xz + 2yz + xy — 108) 
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Averiguamos los puntos críticos (realizando en detalle las operaciones): 


F x = yz + A (2z + y) = 0 
F y = xz + A (2z + x) = 0 
F z = xy + A (2x + 2y) = 0 
F\ = 2 xz + 2 yz + xy — 108 = 0 


A = - (yz) / (2z + y) 

A = — (xz) / (2 z + x) 

A = - (xy) / (2x + 2 y) 

2 xz + 2 yz + xy — 108 = 0 


yz 


xz 


2z + y 2 z + x 
yz xy 


2 z + y 2x + 2 y 

2 xz + 2 yz + xy = 108 


2 yz + xy = 2 xz + xy 
=> 2xz + 2yz = 2xz + xy 
2 xz + 2 yz + xy = 108 


x = y x = ±6 

2 z = x => y = ±6 

Iz 2 + 4 z 2 + 4z 2 = 108 ^ = ±3 


Como las dimensione de la caja deben ser positivas, la caja tiene volumen 
máximo cuando sus dimensiones son £ = 6, y = 6, z = 3. 


42. Determinar el volumen máximo del paralelepípedo rectangular con lados 
paralelos a los planos coordenados que puede inscribirse en una esfera de 
radio R. 

Solución. Consideremos un punto (xq, yo, zo) sobre la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 
R 2 , y en el primer octante como en la Fig. ###. 

El volumen del paralelepípedo es V = 8xgyoZo■ Por tanto, debemos max- 
imizar. 


V = 8x 0 ?/oZo sujeto a x% + yl + z\ = R 2 


Primeramente, con (f> = x$ + y$ + Zq — R 2 formamos la función auxiliar 


F — V + A <t> — 8xoyoZo + A (xq + j/o + z o ~ F") 


Los puntos críticos obtenemos de 


F x = 8y 0 z 0 + A (2x 0 ) = 0 
F y = 8xoZo + ^ (2j/o) = 0 
F z = 8x 0 yo + A (22 0 ) = 0 
F\ = xl + yl + zl - R 2 = 0 


A = -Iy 0 z 0 /x 0 
A - Ix 0 z 0 /y 0 
A - Ixoyo/zo 
Xo + yo+ z o = F 2 


yl = Xq x 0 = R/\/Z 

z o = x o ^ yo — R/y/8 

Xq + Xq + Xq = R 2 Z 0 = R/V?, 


Solamente tomamos valores positivos por estar (xo,yo,zo) en el primer 
octante. Por tanto, el volumen máximo es 


8 R 3 
3 \/3 


V = 8 


R 

71 


3 
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43. Inscribir en la esfera de radio R, el cilindro de máxima superficie total. 



Solución. Sean r, h el radio basal y la altura del cilindro tal como se 
muestra en la Fig. ###; la superficie de cada tapa basal es tt r 2 y la 
superficie lateral 2ixrh. Entonces la superficie total del cilindro es S = 
2nr 2 + 2ixrh. Por otra parte, de la Fig. ###, vemos que por estar el 

/ h \ ^ 

cilindro inscrito en una esfera de radio R, tenemos r 2 + ( — J = R 2 . Por 

h 2 

tanto, la función a maximizar es: S = 2ir (r 2 + rh) sujeto a r 2 + — = R 2 . 

h 2 

Formemos, con ó = r 2 H- R 2 = 0, la función auxiliar: 

4 


F=S + \(¡> 


2i t (r 2 + rh) + A 



Los puntos críticos se obtienen de: 


F r = 2t r (2 r + h) + A (2r) = 0 
F h = 27r(r) + A = 0 

F X = r 2 + ^ - R 2 = 0 


A = —7r (2r + h) ¡r 
A = —Iirr/h 


h 2 

r 2 + -— = R 2 
4 


2 r + h 4 r 

4 


De (1) tenemos: h 2 + 2rh — 4r 2 = 0 entonces h = —r ± \/r 2 + 4r 2 = — r ± 

r 2 2 

r\/ 5. Reemplazando en (2) tenemos: r 2 + — (\/5 — l) = R 2 . Después 
de algunas operaciones algebraicas obtenemos los valores de r, h: 


r = 



h = R, 2 


2 

TE 


Entonces, de acuerdo al significado geométrico del problema, el cilindro 
de máxima superficie pedido tiene las dimensiones encontradas. 
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44. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (1,1,1) y determina, 
en el primer octante, un volumen mínimo. 

Solución. Si Xo, yo, zq son las intersecciones del plano con los ejes co- 

x y z 

ordenados, su ecuación es-|- J —I-= 1. El volumen del tetraedro 

x 0 Vo -o 

que forma en el primer octante es V = -XoyoZo, además como el plano 

1 16 i 

debe pasar por (1,1,1) tenemos-1-1-= 1. Por tanto, debemos 

i Xo Vo Zo 

minimizar V = -XoyoZo sujeto a 
6 

- + - + - = 1 ( 1 ) 
x 0 yo z 0 

No conviene aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange a esta 
función porque se complican los cálculos. Es mejor hacer u = —, v = —, 

xo yo 

w = —. Entonces minimizar (1) equivale a minimizar 
Zq 

V = —-— sujeto a« + « + ffl = l (2) 

6 uvw 

Todavía podemos simplificar aún más los cálculos observando que mini¬ 
mizar (2) equivale a maximiar 

Vi = uvw sujeto a u + v + w = 1 (3) 

Ahora, con <f> = u + v + w — 1 = 0, formamos la función auxiliar 

F = V\ + \<j) = uvw + A(m + u + íí; — 1) 

Los puntos críticos los obtenemos de: 


F u = vw + A = 0 

A = —vw 


u — 

F v = uw + A = 0 

A = —uw 

u = V 


F w = uv + A = 0 

A = —uv 

=> v = w 

u + u + u — 1 

=> V = 

F\ = u + v + w — 1 = 0 

u + v + w = 1 

w = 


Entonces. Xq = — = 3, yo = - = 3, Zq = — = 3. Por tanto, de acuerdo al 
uvw 

significado geométrico del problema, la ecuación del plano pedido es 


x , y 


= 1 


2 2 2 
X* 2 / 

45. Hallar la ecuación del plano tangente al elipsoide — + 7^- + — 1 que en 

Ü 2 6 c z 
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el primer octante determina un volumen mínima, (a > 0, b > 0, c > 0). 


r 


\ 

I C 2 /Z 0 

c 


(xo,yo,zo) 



/ a 

Fig. 5.16 

a2/xo 


to 


i 

c 

z 

A — A 

gA -C(to) 
(xo,yo,zo) 

(x,y,z)=0 

S 

1 - i- ^1 

t A y y R 


Fig. 5.17 


Solución. Sea (xo,yo,zo) el punto del elipsoide donde el plano tangente 
forma el volumen mínimo. Por el ejercicio 9 la ecuación de dicho plano es 


xpx y 0 y z 0 z = 

a 2 b 2 c 2 

y se intersecta con los ejes coordenados en 

2 7 2 2 

a 0 c 

x = —,y = —,z= — 
xo yo ¿o 


respectivamente. 

Entonces el volumen del tetraedro formado en el primer octante es 

1 a 2 b 2 c 2 
6 x 0 y 0 z 0 ’ 


Además, como el punto (xo,yo,zo) es tá s °bre el elipsoide tenemos —£ + 

cr 

2 2 

qj z* 

—r- H—2- = 1. Por tanto, la función a minimizar es: 
o 2 c 2 


1 a 2 b 2 c 2 
SxoVoZo 


sujeto a 



( 1 ) 


Conviene hacer u= —. v = '—, w = —: reemplazando en (1) obtenemos 
a . . o c 

la nueva función a minimizar 


Vl - 


abe 1 


sujeto aa^+r + r = 1 


( 2 ) 


6 rturn 

Notemos que minimizar (2) equivale a maximizar simplemente 


V 2 = uvw sujeto a u 2 + v 2 + w 2 = 1 
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Formamos la función auxiliar F = uvw+X ( u 2 + v 2 + w 2 — l). Los puntos 
críticos obtenemos de 


F u = vw + X = 0 
F v = uw + X = 0 
F w = uv + A = 0 
F\ = u 2 + v 2 + w 2 — 1 = 0 


A = —vw 
X = —uw 
X = —uv 
u 2 + v 2 + w 2 = 1 


v = u 


v = w 

u 2 + u 2 + u 2 = 1 


de donde Xq = au = 

i j x o x 
reemplazando en —„ 

a ¿ 

pedido: 


a 


7 ^° 

wy 

b 2 


. b c 

= bv = zq = cw = —Por tanto 
v 3 v 3 

= 1 obtenemos la ecuación del plano 


X y Z r~ 

- + x + - = V3 
abe 


u = 

i? = 

ic = 




46. Justificar el método de los multiplicadores de Lagrange. 

Solución. Supongamos que en (xo,yo,Zo) se tiene un máximo o mínimo 
relativo de / (x, y, z) sujeta a c¡> ( x , y, z) = 0. La ecuación (f> (x, y, z) = 0 es 
una superficie en el espacio. Consideremos una curva C (t) = (x ( t ) ,y (i) ,z (i)) 
sobre esta superficie y que pasa por el punto {xo,yo, zq). Sobre la curva 
C se tiene f(x,y,z) = f (x(t) ,y (t) ,z(t)). Como f(x,y,z ) sujeto a 
<f>(x,y,z) = 0 tiene máximo o mínimo relativo en (xo,yo,Zo), entonces 
/ (x ( t) ,y (t) ,z (í)) tiene máximo o mínimo relativo en íq, y por tanto; del 
Cálculo I sabemos que su derivada en í 0 es cero. Es decir aplicando la 
regla de la cadena. 

df dx df dy df dz 
dx dt dy dt + dz dt 


V/ o (a ; 7 (í 0 ), y' (í 0 ) ,z'(t 0 )) = 0 (1) 

/ df df df \ 

donde el gradiente V/ = ( —, ——, —— se evalúa en (xq, yo, Zo). El vector 

\ox dy dz J 

(x' (ío), y' (to), z' (ío)) es tangente a la curva C en (xo, yo, zo), entonces 

(1) dice que el vector V/ es perpendicular a dicho vector tangente y, 

por tanto, al plano tangente a la superficie <f) (x, y,z) = 0 en el punto 

. , / d(j) d(¡> df>\ , , 

(xo, yo, zo). Por otra parte, el vector V© = —, —, —— evaluada en 

\ dx dy dz J 

(xo, yo, Zo) es también perpendicular a dicho plano tangente por el ejercicio 
17. Entonces, los vectores V/ y V</> deben ser paralelos; es decir 


V/ = XX7(j), X constante (2) 

En (2) podemos cambiar A por —A y escribir. 

Igualando componentes en (3) obtenemos el sistema 

df d<t> df dej) df d(j> 

o- 'z = o- 'z ^ ^ A — — 0 

dx dx dx dy dz dz 
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que se cumple para todos los puntos donde / (x, y , z) sujeto a <j> (x, y,z) = 0 
tiene un máximo o mínimo relativo. 

DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL 

r*/ 2 

47. Calcular g'(u) si g (u) = / sinux dx. a) Por cálculo directo, b) 

J o 

Empleando la regla de Leibnitz. 

Solución, a) Calculando primero la integral (manteniendo u constante): 


g(u) = J 


7r/2 

sin ux dx = — 

o u 


eos ux\ n / 2 cos(7tw/2) 1 

=--—— + - ( 1 ) 

o u u 


Ahora, derivando (1) con respecto a u tenemos: 

., u (tt/2) sin (ttu/2) + eos (ttu/2) 1 (7t/2) sin (mi/2) cos(nu/2 ) 1 

9 \ u ) = -2-2 = - 1 2-2 

ir u ¿ u u ¿ u ¿ 

b) Empleando la regla de Leibnitz y considerando que los límites de inte¬ 
gración son constantes tenemos: 

/ ir/2 t-K /2 g ri r/2 

sin ux dx ^ g'(u) = J —(sin ux) dx = J s eos ux dx (2) 
Integrado por parte (2) obtenemos: 


g' O) = 


í xsin ux 

eos ux \ 

V - 

+ u 2 ) 


7r/2 


(7t/2) sin (nu/2) ^ cos(nu/2) 1 
u u 2 u 2 

(Por supuesto, los resultados en (a) y (b) coinciden. 


48. Si g(u) = / e“ x dx, calcular (/ (1) a) por cálculo directo, b) empleando 

J o. 

la regla de Leibnitz. 

Solución, a) Calculamos primero la integral (manteniendo u constante). 


g(u)= / e ux dx = - 


e u - 1 


( 1 ) 


Derivando con respecto a u en (1) y luego evaluando en u = 1 tenemos: 
2 u 2 e“ — e“ +1 


g' (u) = 


g'(u) = e+ 1 


b) Empleando la regla de Leibnitz y considerando que los límites de inte¬ 
gración dependen de u tenemos: 

r u r u ñ 

9 (u)=J o e ux dx^g'(u)=J — (e ux ) dx + e ux \ x=u (u)' - e ux \ x=0 (0)' 


= / xe ux dx + e u (2) 

J 0 
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Finalmente, evaluando (2) en u = 1, tenemos: 

g' (1) = í xe x dx + e = ( xe x — e x )\ 1 0 + e = e + 1 
J o 


49. Calcular 


dx 


\2 ’ 


0 (x 2 + +1) 

Solución. Esta integral se puede calcular por medio del método de descom¬ 
posición en fracciones simples estudiado en el Cálculo I, pero eso implica 
laboriosos cálculos. Resulta más fácil aplicando la regla de Lebnitz. Note¬ 
mos que derivando —-r. r, con respecto a u. obtenemos- k que es 

(x 2 + u) (x 2 + u) 

de la forma del integrando de la integral original dada. Entonces, conviene 
considerar: 

’ é- « 

o ar + u 

Derivando (1), aplicando la regla de Leibnitz, obtenemos: 


g(u)= r 

J o 


a' {u) = J 


i 


1 d 

0 du V x 2 + u 


dx = — 


dx 


Por otra parte, integrando en (1) tenemos: 


9{u)= Í 

J 0 


dx 

o x 2 + u 


: arctan — 




0 (X 2 + u ) 


= —= arctan 
Cu 


( 2 ) 


y derivando: 


g' (u) = —~u 3 / 2 arctan ( - 


i -r i-3/2 

^ i + i 


2^/v? 


arctan 


Finalmente, igualando (2) y (3) y evaluando en u = 1 tenemos: 


dx 


J o (x 2 + u) ¿ 
luego, 


arctan 


1 


dx 


1 7T 

= --4 


1 

CuJ 2 it(u + l) J g (x 2 + l ) 2 2 4 

dx 1 , 

= í(* + 2) 


J o(x 2 + l ) 2 8 

1 f x 

50. Verificar ciue y (x) = — f (u) sin k (x — u) du , k constante, satisface la 

k J o 


ecuación 


0++=/w 


2 (■u + 1) u ^ ^ 


1 

4 
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Solución. Considerando a x como parámetro (notemos que en los ejercicios 
anteriores el parámetro era u y empleando la regla de Leibnitz tenemos: 


dy = 1 
dx k 


r x g ' t 

] dx ^ ^ sin k ~~ u )) du + f ^ sin k ~ L=a¡ i x )' ~ / ( w ) sin k ( x ~ u ) L=o (°/ 

X 

= ^ J kf ( u ) eos k{x — u)du + (0) (1) — 0 = J f (u) eos k (x — u ) du (1) 


Aplicando otra vez la regla de Leibnitz en (1) tenemos: 


d 2 y 

dx 2 


f x d / 

y dx^ ^ C0S k ( x ~ u )) du+ f ( u ) cos k ( x - w )lu=x ( x> ) - f ( u ) cos (* - «)L=o (O) 7 

/ ai nX 

{—kf ( u ) sin k{x — u))du + f (x) • 1 • 1 — 0 = —k / / (u) sin k {x — u) du + f {x) (2) 

o Jo 

Con este resultado tenemos: 

d?y f x í 1 f x \ 

—+r+k 2 y = —k / / (u) sin k{x — u) du+f {x)+k 2 ( — / / (u) sin k{x — u) du] 

dx 2 Jo \ k J o ) 


c Lj¿+k 2 y = f (x) 

51. Demostrar la regla de Leibnitz para derivar bajo el signo integral. 

Solución. La fórmula de Leibnitz se obtiene operando adecuadamente para 
obtener expresiones adecuadas. 

Con 


/ u 2 (u) 

f(x,u) dx, 

U\ ( u ) 


tenemos 


fUl (u) 


i (u+h) 

fU 2 (u) 


fU 2 (u) 

ui(u) 


/ u 2 yu) pu 2 (u+h) puiyu-t-n.) 

(/ (x,u + h) — f (x,u)) dx + / f(x,u + h)dx— / f{x,u + h)dx (1) 

Ui(u) J U2(u) J U\{u ) 


•U2(u+h) 



ru 2 (u) 


f{x, 

u + h) dx — 

/ 

ui ( u-\-h ) 



J U\(u) 

'U2(u+h) 



ru 2 (u ) 


f{x, 

u + h) dx — 

/ 

u 2 (u) 



J U\(u) 



ru 1 (u+h) 



I dx 

I dx 


Por los teoremas del valor medio (estudiados en el Cálculo I), se tiene: 


/ u 2 (u) fU 2 (ti) 

/ {x,u + h) — f {x, u)dx = h f u (x, c ) dx 

U i (U) j U 1 ( u ) 


U 1 (u 

pui{u+h) 


( 2 ) 


Ul(u) 
fU 2 (u+h) 


u 2 {v 


f (x,u + h) dx = f (ci, u + h) {ui {u + h) — U\ (u)) (3) 

/ {x, u + h) dx = f (c 2 , u + h) {u 2 {u + h) - u 2 {u)) (4) 
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donde c está entre u y u + h, c\ entre u\ (u) y u\(u + h), C2 entre U 2 {u) 
y U 2 (h + h). Reemplazando en (1) y dividiendo entre h, obtenemos: 


g(u + h)-g (u) 
h 



fu (x, C 


)dx + /(c 2 ,» + fe)( M( “ + ' l >-“ 8( " ) ) 


Finalmente, tomando límites en (5) con h —> 0 obtenemos la regla de 
Leibnitz: 



fu (x , u) dx + / («2 (u), u) 


dU2 

du 


f (m (u), u) 


dui 

du 


CALCULOS APROXIMADOS 


52. Calcular (1.01) 7 (3.97) 3/2 . 

Solución. Consideremos la función p (x, y) =x'y 3 ^ 2 . Notemos que p (1,4) = 
1 7 4 3 / 2 = 8. Y en (x,y) = (1,4) tenemos 


dp 

dx 

dp 

dy 


= 7 x 6 y 3/2 = 56 

= 3 x 7 y V 2 = 3 
2 y 


De la fórmula p (1 + 0.01,4 — 0.03) 
dy = — 0.03 tenemos: 


di) dv 

p (1, A)+-f-dx+D-dy con dx = 0.01, 
dx dy 


(1.01) 7 (3.97) 3/2 =p( 1 + 0.01,4 - 0.03) 
~ 8 + (56) (0.01) + (3) (-0.03) = 8.47 


de donde 

(1.01) 7 (3.97) 3/2 ~ 8.47 


53. Uno de los lados de un rectángulo es a = 10 cm., y el otro b = 24 cm. 
Calcular la variación de la diagonal de este rectángulo si el lado a se alarga 
4 nnn. y el lado b se acorta 1 mm. Hallar la magnitud aproximada de la 
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variación y compararla con la exacta. 



Fig. 5.18 



X 

Fig. 5.19 


Solución. De la Fig. ### tenemos D = V 'a 2 + b 2 . Considerando que con 
a = 10 cm, b = 24 cm. se tiene 


dD 

a 

10 

da 

Va 2 + b 2 

“ 26 

dD 

b 

24 

"db 

Va 2 + b 2 

“ 26 


y tomando da = 4 mm. = 0.4 cm., db = — 1 mm = —0.1 cm tenemos que 
la aparición de D, aproximadamente, está dada por dD: 


A D 


dD . dD „ 
dD = -—-da + -¿¿-db 
da db 


10 


26 J M + laeJ ( - ai) 

0.0615cm. 


24 


Por otra parte, el valor exacto de la variación A D es 

AD = y (10.4) 2 + (23.9) 2 - \/l0 2 - 24 2 = 0.0647 cm. 

que es aproximadamente igual al calculado usando la diferencial. 

54. El diámetro y la altura de un estanque cilindrico miden 4 y 6 rns. respec¬ 
tivamente. Si el diámetro se dilata en 1 cm y la altura en 2 cm., calcular 
aproximadamente a) la varación del volumen del cilindro, b) la variación 
de la superficie lateral. 

Solución, a) El volumen del cilindro en función de su diámetro D y su 
altura h es 

V = -D 2 h 
4 
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Con D = 4 m., h = 6 m, dD = 1 cm = 0.1 cm, dh = 2 cm = 0.2 m. 
Tenemos que la variación de volumen aproximadamente es 

dV = dD + ^dh = -Dh {dD) + -D 2 {dh) 
oD oh 2 4 

- | (4) (6) (0.1) + | (4 f (0.2) = 2^ = 6.28 m 3 

b) La superficie lateral del cilindro es S = irDh. Procediendo como en a) 
tenemos que la variación de la superficie lateral aproximadamente es 

8S 8S 

dS = —dD+—dh = irh{dD)+irD{dh) 
dD oh 

= ir (6) (0.1) + ir (4) (0.2) = 1.4tt = 4.4 m 2 


55. Las dimensiones interiores de una caja rectangular de madera con tapa 
son 2 x 1.5 x 1 m. Si el espesor de la madera debe ser 3 cm, calcular 
aproximadamente la cantidad de madera que se necesita para construirla. 
Solución. El volumen de una caja es V = xyz. Con x = 2 m, y = 1.5 m, 
z = 1 m; dx = dy = dz = 3 cm = 0.03 m, la cantidad de madera necesaria 
aproximadamente es 

dV dV dV 

dV = -¿—dx + ~¿^dy + -¿—dz = yz dx + xz dy + xy dz 
dx dy oz 

= (1.5) (1) (0.03) + (2) (1) (0.03) + (2) (1.5) (0.03) = 0.195 m 3 


56. El ángulo de elevación del extremo de una torre está calculado en 30° con 
un error posible de 0.5° y la distancia a la base es de 35 m con un error 
posible de 0.3 m. Calcular el error posible en la medida de la altura de la 
torre. 

Solución. De la Fig. ###, la altura h de la torre está dada por 

h = x tan 9 

El error posible en la medida de h es la diferencia entre el valor que 
se obtiene calculando con x = 35 m, 6 = 30° y el que se obtiene con 
x = 35 + 0.3 m, 6 = 30° +0.5°. 

Por tanto, el error posible es aproximadamente: 

„ d dh 
dh = —dx+—d9 

ox 09 

= tan 6dx + x sec 2 9d6 

con x = 35 m, 9 = 30°, dx = 0.3 m, d9 = 0.5° = 0.0087 rad, tenemos que 
el error posible, aproximadamente, es 

dh = (0.5774) (0.3) + (35) (1.3333) (0.0087) = 0.5792 m 

notemos que dQ debe expresarse en radianes. 

ERRORES 
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57. Al medir los catetos a, b de un triángulo rectángulo se han obtenido los 
valores a = 10 cm, b = 20 crn con un error de 0.2 cm en cada una de dichas 
medidas. Hallar a) el error absoluto máximo, b) el error relativo máximo; 
que se comete al calcular el área del triángulo con los valores obtenidos. 


Solución, a) El área del triángulo es A = -afe y, por tanto; el error absoluto 


máximo es 


E = 


dA 


da 


| da 


dA 


db 


\db\ (1) 


dA 


1 dA 1 

Con a = 10. b = 20, tenemos: T* = -b = 10,—— = -a = 5, además 

da 2 db 2 

dx = 0.2, dy = 0.2. Por tanto, reemplazando en (1) tenemos: 


E = ¡10| |0.2| + |5| |0.2| = 3 

b) Como el valor aproximado del área es A = - (10) (20) = 100 cm 2 y el 
error absoluto máximo es igual a 3; el error relativo máximo es 


e = Toó = 003 


Notemos que E — 3 significa que el verdadero valor del área está entre 
100 ± 3 cm 2 . 


58. El diámetro D = 8.0 cm y la altura h = 12.5 cm de un cilindro circular 
han sido medidos con un margen de error de ±0.05 cm en cada medida. 
Hallar el máximo error posible que se comete al calcular el volumen del 

7T 

cilindro por la fórmula V = — D 2 h. 

4 

Solución. El error absoluto máximo E nos da el máximo error posible. De 

7 r 

V = ~^D 2 h tenemos, 


E = 


dV 


dD 


\dD\ ± 


dV 


dh 


\dh\ (1) 


Con D = 8.0 cm, h = 12.5 cm, tenemos = 7 -Dh = 507r: = T D 2 = 

dD 2 dh A 

167T. Además, \dD\ = 0.05 y \dh\ = 0.05. Por tanto, reemplazando en (1) 
obtenemos 

E = |50tt| |0.05| + |16tt| |0.05| = 10.5 cm 3 


Notemos que el volumen aproximado, calculado con D = 8.0 cm y h = 12.5 
cm es V = 628.3 cm 3 , entonces el verdadero valor del volumen está entre 
628.3 ± 10.5 cm 3 . 


59. Mostrar que el error relativo máximo de una función es igual al error 
absoluto máximo del logaritmo de la función. Es decir, 


e (/) = E (ln /) 
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Solución. Teniendo en cuenta que el error absoluto de / es: 


E(f) = 


df 


dxi 


\dxi\ 


df 


dx-2 


\dx 2 \ 


df 


dXr, 


\dx n | (1) 


tenemos que el error relativo máximo de / está dado por: 


’■{/) = 


E (/) 

l/l 


df_ 

dx\ 


\dx\\ 


df_ 

dXn. 


\dx n \ (2) 


d¿ 

d l dxi 

con ——(ln/) = - ' 7 , para i = 1,2, ••• ,n. Reemplazando en (2) 

(sXi j 

tenemos 


e (/) = 




| cZa: 1 1 -h 


¿ (ln/) 


|dx 2 |- 


¿ ,ln/) 


|dx„| (3) 


Pero el segundo miembro de (3) es precisamente el error absoluto máximo 
del logaritmo de /. Es decir 


e (/) = E (ln /) 


60. Mostrar que el error relativo máximo de un producto es igual a la suma de 
los errores relativos máximos de los factores; es decir, e (xy) = e ( x)+e (y). 
Solución. De la definición del error relativo máximo tenemos: 


e(xy) 


E (xy) _ 


\dx\ + 

1 {x,j) 

\dy\ 

\xy | 


\xy\ 



\y\ \dx\ + \x\ \dy\ 
\xy\ 


7~ ^ 


\dx\ 


f(y) 

dy 


\y\ 


\dx\ | dy\ 

\ x \ \v\ 


= e (a;) + e (y) 


5.10 EJERCICIOS PROPUESTOS 

TRANSFORMACION DE ECUACIONES 

„ d 2 y dy a 2 

1. Transformar la ecuación x ——~ + 2a;——I —^y = 0 efectuando el cambio 


1 

x = -. 


dx 2 


dx 


z 
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2. Expresar la fórmula de la curvatura de una curva y = / (x) dada por 

y" 

k = --- 577 T pasando a coordenadas polares x = r eos 6 ,y = r sin 9. 

(i + (v'f) 


dz dz 

3. Transformar la ecuación x ——f y — = 0 efecutando el cambio de variables 

dy dx 

u = x 2 + y 2 , v = —y. 


Q 2 z d 2 z 

4. Transformar la ecuación x 2 —Z — y 2 zrz¡ = 0 se efectúa el cambio de 

ox ¿ oy~ 

variables x = u eos a — v sin a, y = u sin a + v eos a; la nueva ecuación que 
se obtiene es 

2 y ay\ 2 _ o 


dV 

du 


dv 


5. Mostrar que la ecuación x ' 


d 2 U 0 d 2 U dU dU 


■+y 


dx 2 dy 2 

en = 0 ; bajo el cambio x = e r ,y = e s . 

or~ os- 

PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 


+ x ——f y ~z— = 0 se transforma 
ox ay 


Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a cada una de 
las siguientes superficies en el punto indicado 

6 . x 2 + y 2 + z 2 = 14, en el punto (1, —2, 3). 

7. x 2 + 2 z 2 = 3 y 2 , en el punto (2, —2, —2). 

8 . z = xy, en el punto (3, —4,12). 

9. xz 2 + x 2 y = z — 1, en el punto (1, —3,2). 

10. Mostrar que la ecuación del plano tangente a la cuádrica trasladada ax 2 + 
by 2 + cz 2 + dx + ey + fz = g en el punto (a;o, yo, Ai) está dado por 

d c f 

ax 0 x + by 0 y + cz 0 z + - (x 0 + x) + - ( y 0 + y) + ^ ( z o + z) = 9 


11. Aplicar el ejercicio anterior para hallar la ecuación del plano tangente a 
la superficie: a) x 2 + y 2 — 2x + 4y + 2z = 0 en ( 1 , — 1 , 2 ), b) x 2 — 3 y 2 + 
z 2 + x — 3y + Iz = 2 en (—1,1,1). 

12. Determinar la ecuación del plano tangente a la superficie x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 = 
21 y paralelo al plano x + 4y + 6z = 0 . 

2 2 2 

13. Hallar la ecuación del plano tangente al elipsoide -^ + 7 ^- + -^ = 1, en el 

a 2 b ¿ c 2 

primer octante, de tal modo que intercepte a los ejes coordenados a igual 
longitud del origen. 
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14. Hallar la constante c tal que en todo punto de la intersección de las dos 
esferas (x — c) 2 + y 2 + z 2 = 3, x 2 + (y — l) 2 + z 2 = 1 los planos tangentes 
correspondientes son perpendiculares uno al otro. 

DERIVADAS DIRECCIONALES 

Calcular la derivada direccional de cada una de las siguientes funciones en 
el punto dado y en la dirección indicada. 

15. f (x,y) = 1 — 2x 2 + 3 y 2 en (2,-1) en la dirección de V (3,4). 

16. / (x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 en (1,1, —2) en la dirección de V (2, —1, 2). 

17- / (x, y, z) = xyz en (1, 0, —1) en la dirección de la hélice c (t) = (t, sin7rí, eos ni). 

18. Calcular la derivada de / (x, y) = 5x 2 — 3a; — y — 1 en el punto (2,1) en la 
dirección de la recta que une este punto con el punto (5, 5). 

19. Si / (x, y) = x 3 + 3x 2 + Axy + y 2 , mostrar que en el punto 

la derivada direccional es igual a cero, en cualquier dirección (éste es un 
punto crítio de /). 

20. Si f (x, y) = 4a: 2 + 9 y 2 , encontrar la dirección para la cual la derivada 
direccional en el punto (2,1) es cero. 

21. Si / (x, y, z) = 2xz — y 2 , ¿En qué dirección la derivada direccional de / en 
el punto (1,3,2) es a) máxima?, b) es mínima? c) calcular dichos valores. 

22. Si la temperatura T en el punto (x,y) está dada por T (x,y) = x 2 + y 2 , 
a) Graficar en el plano los puntos donde T = 0, T = 1, T = 2, T = 4. b) 
Calcular la derivada direccional de T en el punto (1,1) y en la dirección 
de cada uno de los ocho vectores (1,0), (1,1), (0,1), (—1,1), (—1,0), 

(—1, —1), (0,-1), (—1, —1). c) ¿En cuál de estas ocho direcciones aumenta 
la temperatura con mayor rapidez?, ¿disminuye con mayor rapidez?, ¿no 
cambia?, d) ¿En qué dirección del plano aumenta la temperatura con 
mayor rapidez? y ¿en qué dirección disminuye con mayor rapidez? 
MAXIMOS Y MINIMOS 

Hallar los máximos y mínimos relativos a puntos silla: 

23. / (x, y) = x 2 + y 2 — Ax + 6y + 25. 

24. / (x, y) = x 3 + y 3 - 3 xy. 

25. z = x 3 + y 3 + 3 xy. 

26. z = x 2 + 2xy + 3 y 2 . 

27. z = x 2 + 2 y 2 + 6 xy — 6x + 10 y + 5. 

28. 2 = 2a; 3 — 2 x 2 y + xy 2 — y 3 — 3a: + 3 y. 

29. z = xy {2x + 4 y + 1). 
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30. / (, x , y) = x 2 + iy 2 e~^ x +v ) 

31. / (x,y) = sin x sin y sin (x + y) con 0 < x, y < tt. 

32. Encontrar los extremos de z sobre la superficie 2x 2 +3y 2 +z 2 —12xy+4xz35. 

33. Verificar que (0, 0) es un punto crítico de / (x, y) = (x — y 2 ) (2x — y 2 ) y 
determinar su naturaleza. 

34. Si / (x, y) = 3x 4 — 4 x 2 y + y 2 , mostrar que sobre toda recta que pasa por 
el origen, la función tiene un mínimo en (0,0) y que sin embargo no existe 
mínimo relativo en (0,0). (Sug. Graficar los puntos donde f (x,y) > 0 y 
f(x,y) < 0). 

35. Hallar los extremos de / (x, y) = x 3 y 2 (6 — x — y). 

MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONADOS (Multiplicadoes 
de Lagrange) 

Hallar los máximos y mínimos de las siguientes funciones sujetas a las 
restricciones que se indican. 

36. / (x, y) = x 2 + y 2 con x — y = 3. 

37. / (x,y) = x + y con xy = 1. 

38. f (x,y) = x + y 2 con 2x 2 + y 2 = 1. 

39. / (x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con 3x + 2y — Iz = 5. 

40. f (x,y,z) — x + y + z con x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

41. / (x, y, z) = x — 2y + 2z con x 2 + y 2 + z 2 — 1. 

7 r 

42. / (x, y) = eos 2 x + eos 2 y con x — y = —, 0<a;<7r. 

43. / (x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 con x 2 + y 2 = 1, z = x + 1. 

44. / (x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 con x 2 — xy + y 2 — z 2 = 1, x 2 + y 2 = 1. 

45. / (x, y , z) = xyz con x + y — z = 3, x — y — z = 8. 

46. / (x, y , z) = xyz con x + y + z = 5, xy + yz + xz = 8. 

47. Hallar una fórmula para la distancia más corta del punto {xo,yo,Zo) al 
plano ax + by + cz = d. 

48. Hallar la mínima distancia del origen a la hipérbola 7x 2 + 8 xy + y 2 = 225. 

49. Encontrar la distancia más corta entre dos puntos cualesquiera de las 

rectas x = 1 + 2t, y = 3, 2 = 5 — t; x = 2 — 4£, y = 8 + 3í, z — 11 + t. 

50. Encontrar la distancia más corta desde un punto de la elipse x 2 + 4y 2 = 4 

hasta la recta x + y = 4. 
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51. Determinar de todos los triángulos de igual perímetro 2 p el que tiene 
mayor área. 

52. Calcular las dimensione de un envase de lata cilindrico (con una tapa) que 
debe contener un litro, de tal modo que su fabricación requiera la mínima 
cantidad de metal. 


53. Calcular las aristas del mayor paralelepípedo rectangular que tiene 3 caras 

x y z 

en los planos coordenados y un vértice en el plano —t- — H— = 1. 

abe 

54. Determinar el paralelepípedo rectangular de máximo volumen y lados 

paralelos a los planos coordenados que puede inscribirse en el elipsoide 
2 2 2 
x y z 

-b -—I-= 1 

a 2 b 2 c 2 

55. Calcular el máximo y el mínimo valor de la suma de los ángulos formados 
por una recta que pasa por el origen y los ángulos se mide a) con los ejes 
coordenados, b) con los planos coordenados. 

DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL 

W 2 

Si g ( u ) = / cosuxdx, calcular g' ( u ) a) por cálculo directo, b) emple- 

J o 

ando la regla de Leibnitz. 

56. Si g{u) = / (1 — ucosx) dx, calcular g' (u) a) por cálculo directo, b) 

J o 

empleando la regla de Leibnitz. 

r 

57. Calcular g' (u) si g ( u ) = / tan (x — u ) dx. 

J o 

r 2 

58. Calcular g' (u) si g (u) = / y/xdx . 

J o 

/ 2 ll 2 2 \ 

e [ x ¡U Ca l Cll l ar g' (2). 

-U 2 

60. Calcular / xlnxdx, aciendo o (u) = / x u dx. 

Jo Jo 

r 1 (~l) m 

61. Mostrar que / x n (ln x) m dx =-jt, m = 1,2,3,... 

J o (n + l) + 

62. Verificar que y = j f («) e~"du es solucién de | - y = / (x). 


63. Si g ( u , v ) 


/ u-\-cv 

u—cv 


} (x) dx, donde 




d 2 g 
du 2 ’ 


CALCULOS APROXIMADOS 
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64. Calcular y (1,1)' ! + (1.98) 3 

65. Calcular 2.98e 0 01 . 

66. Calcular y / (2.01) 2 + (5.98) 2 + 


67. Calcular 


1 

2411 


1 

2798 


1 

6413’ 


68. La altura de un cilindro es h = 30 cm y el radio de su base es 5 cm; 
calcular la dirección de volumen del cilindro si h se aumenta en 0.2 cm y 
r se disminuye en 0.1 cm. 


69. Las dimensiones interiores de una caja metálica rectangular cerrada son 
30 X 20 x 15 cm; si el espesor del metal es 3 mm, calcular aproximadamente 
la cantidad de material empleada en su construcción. 


70. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 10 cm, 8 cm, 6 
cm; está hecha de madera de 2 mm de espesor. Determinar el volumen 
aproximado del material que se gastó en hacer la caja. 

71. Cuál es el error posible de la medida de la longitud de la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo si los catetos miden 11.5 m y 7.8 m con un error 
posible de 0.1 m. 

72. Una pila de ladrillos mide 6 x 50 x 4 pies, pero la cinta métrica comete 
un error por alargamiento del uno por ciento de la longitud medida; si se 
calculan 12 ladrillos por pie cúbico y el millar de ladrillos cuesta 200 mil 
pesos, calcular el error aproximado en el costo. 

ERRORES 


73. Al determinar el cateto b = 121.56 m y el ángulo 8 = 25°21'40" de un 
triángulo rectángulo se han cometido los errores máximos absolutos h\ = 
0.05, /12 = 12", respectivamente. Determinar a) el error absoluto máximo, 
b) el error relativo máximo, cometido en el cálculo del cateto a por la 
fórmula a = bt&nd. 


74. El período de oscilación de un péndulo es T = 2tt\ donde; l es el 

V 9 

largo del péndulo, g es la aceleración debida a la fuerza de la gravedad. 
Determinar a) el error absoluto máximo, b) el error relativo máximo al 
calcular T con l = 2 pies, g = 32 pies/seg 2 , si los valores verdaderos eran 
l = 1.95 pies y g = 32.2 pies/seg 2 ? 


75. El diámetro de un cilindro circular recto es 6.0 ± 0.03 cm y su altura es 
de 4.0 ± 0.02 cm según las medidas tomadas. Hallar a) el error absoluto 
máximo, b) el error relativo máximo, al calcular el volumen. 


76. Mostrar: el error relativo máximo de un cociente es la suma de los errores 
relativos máximos de los términos. Es decir, e ( x/y ) = e ( x ) + e (y). 
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Chapter 6 


INTEGRALES 

MULTIPLES 


En este capítulo, el concepto de integral de una función de una sola variable sobre 
un intervalo estudiado en el Cálculo I, se extiende de manera natural primero 
a funciones de dos variables sobre una región plana y después a funciones de 
tres variables sobre un sólido. Estas ideas se utilizan en el cálculo de áreas de 
regiones planas y al cálculo de volúmenes; además de otras aplicaciones. 

Recordemos que si / (. x ) es una función definida en [a, b ], la integral de / 
sobre [a, b] se define de la siguiente manera: 


a 


XI 



Fig. 6.1 








' / 




An 

7 ^ 








Ai 

A2 





x R 

Fig. 6.2 


Dividamos [a, b] en n partes, de longitudes respectivamente. 

Ahora, de cada pedazo elijamos arbitrariamente un punto x-¿ y formemos la 
suma 

S n = f (xx)h + ... + f {x n )l n (6.1) 

Si el límite de S n existe, cuando el número de subdivisiones aumenta (es decir, 
n —» oo ) y los pedazos son todos cada vez más pequeños (es decir, max —> 0); 
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entonces a tal límite se llama integral de / (x) sobre [a, b] y se representa por 

b 

J f (x) dx 

a 

es decir, 

b 

f f(x)dx= lim (f (xi)h+f (x 2 )l 2 +... + f (x n )l n ) (6.2) 

J n —»oo 

a 

Por supuesto, en (2) el límite se toma además con max L¡ —> 0 pero omitimos 
esto en la notación para no sobrecargarla. 


6.1 INTEGRALES DOBLES 

Vamos a definir la integral de una función de dos variables sobre una región 
A del plano. Consideremos una función / (x, y ) de R 2 en R y definida en una 
región A como en la Fig. ###. Dividamos A en n partes de área Ai,A 2 , ..., A n 
respectivamente. 

Ahora, de cada pedazo elijamos arbitrariamente un punto (x¿, y.¿) y formemos 
la suma 

S n = /(xi,j/i) Ai + ... + f(x n ,y n ) A n (6.3) 

Si el límite de S n existe, cuando el número de subdivisiones aumenta (es decir, 
n —> 00 ) y los pedazos son cada vez más pequeños (es decir, max A.¿ —> 0); 
entonces a tal límite se llama integral doble de / (x, y) sobre la región A y se 
representa por 

J j f{x,y)dA. 

A 


Es decir 


J J f(x,y)dA 


lim (/ (x 1 ,y 1 )A 1 + f (x 2 , y 2 ) A 2 + ... + f (x n ,y n ) A n ) 


(6.4) 


Si el límite (4) existe se dice que / (x, y) es integrable sobre A. No todas las 
funciones son integrables; sin embargo, las funciones que son continuas en A son 
integrables sobre A. 

Observando (4) resulta evidente que el cálculo de la integral doble a partir 
de su definición es tremendamente moroso. Sin embargo, notemos que para n 
fijo, (3) da aproximadamente el valor de la integral doble y, por tanto, siempre 
podemos hallar el valor de la integral doble por lo menos aproximadamente. 
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Example 56 Calcular aproximadamente la integral doble de f (x, y) = x + y 
sobre el triángido de vértices (0,0), (4,0), (0,4). 


x 


4 


2 


(1.3) 

As Fig. 6.3 



(1.1) 

(3,1) 

Ai 

A 2 


2 4 x 


Tomemos n = 3. Dividamos el triángulo en 3 partes Ai, A 2 , A% y elijamos un 
punto de cada parte tal como se muestra en la Fig. ###. Las áreas A\, A 2 y 
d 3 se calculan fácilmente: Ai = 4, A 2 = 2, A% = 2. Por tanto, 

J J (x + y)dA ~ f {xi,yi)Ai+ f (x 2 ,y 2 )A 2 + f (x 3 ,y 3 ) A 3 

A 

= f (1,1) 4 + / (3,1)2 + / (1,3) 2 
= (1 + 1) 4+ (3 + 1) 2+ (1 + 3) 2 = 24 

(como n = 3 no es muy grande, es de esperar que la aproximación no sea muy 
buena). 

6.1.1 Cálculo de las integrales dobles 

El cálculo de las integrales dobles de casi todas las funciones que tratamos se 
reduce, afortunadamente, al cálculo consecutivo o iterado de dos integrales sim- 
plesque, como sabemos, a su vez se calculan fácilmente por medio del Teorema 
Fundamental del Cálculo. El teorema que establece la manera en que de una 
integral doble se pasa a una integral iterada, con toda razón, recibe un nombre 
que señala su importancia. 

Teorema 6.1. (Teorema Fundamental de las Integrales Dobles) 

Si f (x, y) es integrable sobre una región plana A, y: 

a) La región A es limitada interiormente por las curvas y = y 1 (x) y superi¬ 
ormente por y = y 2 (x). Entonces 

x=b fy=V2 \ b y 2 

J j f i x i y) dA = J í J f (x,y)dy\ dx = j Jf{x,y)dydx (6.5) 

A x—a \y=Vi ) a y 1 

donde el intervalo [a, b] es la proyección de A sobre el eje x (Fig. ###). 
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b) Si la región A es limitada por la izquierda por la curva x = x\ (y) y por 
la derecha por x = X 2 ( y ). Entonces 

2/=d / x=X2 \ d x 2 (y) 

J J f { x i y)dA= J I J f (x,y)dx\ dy = J J f(x,y)dxdy (6.6) 

A y—c \x—xi ) c xi(y) 

donde el intervalo [c, d\ es la proyección de A sobre el eje y (Fig. ###). Por 

supuesto, las integrales simples de (5) y (6) deben existir. 




En (5) al realizar la primera integración con respecto de y la variable x se 
mantiene constante; mientras que en (6) al realizar la integración con respecto 
de x la variable y se mantiene constante. 

En la práctica, la elección del orden de integración depende de la curva que 
limita a la región de integración A. Es preferible que las curvas o funciones que 
limitan a la región A ya sea superior e interiormente, o ya sea por la izquierda 
o por la derecha están dadas por una sola ecuación cada una. Si no fuera así, 
entonces se puede descomponer A en regiones Ai,A 2 ,... limitadas en la forma 
deseada y la integral sobre A se obtiene tomando la suma de las respectivas 
integrales dobles sobre A 1 , A 2 , ... (Ejercicios 16, 18, 19 y 30). 


Example 57 Calcular 
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donde A es la región limitada por la recta y = x y la parábola y = x 2 . 


y 

1 y 

' ' 7 ¡ O- 1 ) 

' ' ' ¡ (i-i) 

y=x 

m 

n / 1 \ 

x=y 

[] y =* 2 

£ x=y 1/2 


x 1 x 

Fig. 6.5a Fig. 6.5b 


Procedimiento 1. La región de integración está limitada inferiormente por la 
parábola y = x 2 y superiormente por la recta y = x (Fig. 

Por tanto, integramos primeramente con respecto a y desde y = x 2 hasta y = x, 
y luego con respecto de x; sobre la proyección de la región en el eje x, desde 
x = O hasta x = 1. 



A 


x—1 y—x 


xydydx = j ^|- 


x—O y—x 2 


y=x 

dx 

y—x 2 



2 \4 6/ 24 


Procedimiento 2. La región de integración está limitada por la izquierda por 
la recta y = x y por la derecha por la parábola y = x 2 (Fig. ###)■ Por tanto, 
integramos primeramente con respecto a x desde x = y hasta x = ^[y (ó y = x 2 ) 
y luego con respecto a y, sobre la proyección de laregión en el eje y, desde y = O 
hasta y = 1; 



y— 1 


xydxdy = f ^ 


y =O a=y 




dy = 


x=y 


1 

(y 3 

y 4 \ 

1 _1 

(1 

7 

1 

2 ' 

V3 

~ 4 ) 

0 2 

7 

i) 

~ 24 


\j (r - v 3 dy) 

O 
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6.1.2 Area de una región plana 

El área de una región plana puede calcularse por medio de una integral doble. 
Notemos que si en (4)hacemos / (x, y) = 1, obtenemos 


dA — lim {Ai + A 2 + ... + A n ) 


(6.7) 


Como A 1 ,A 2 ,...,A n son las áreas de las n partes en que han sido dividida la 
región plana A, tenemos que el segundo miembro de (7) es el área de A. Es 
decir 


área de A = 


.1.1 dA = .1.1 dxdy 


( 6 . 8 ) 


A A 


Example 58 Hallar el área de la región limitada por los ejes coordenados, y = 
x 2 , x = 3. 

La región está limitada inferiormente por la recta y = 0, superiormente por la 
parábola y = x 2 ; además la proyección de A sobre el eje x va desde x = 0 hasta 
x = 3. Por tanto, 


Area de A = 


dA 


A 


x—3 y—x 2 3 x 2 



dx = 



X 0 

y 


= 9 


y 


Fig. 6.6 


3 x 


V 

z 



6.2 INTEGRALES TRIPLES 

Ya hemos visto que el concepto de integral de una función de una sola variable 
sobre un intervalo se extiende de manera natural a la integral doble de una 
función de dos variables sobre una región plana. Con la misma naturalidad el 
concepto se extiende a funciones de tres variables sobre una región sólida del 
espacio. 

Vamos a definir la integral de una función de tres variables sobre una región 
sólida V del espacio. Consideremos una función / (x, y, z ) de i? 3 en i? y definida 
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en una región sólida V como en la Fig. ###. Dividamos V en n partes de vol¬ 
umen Vi, V 2 ,..., V„ respectivamente. De cada pedazo elijamos arbitrariamente 
un punto ( Xi,yi,Zi ) y formemos la suma. 

S n = S (zi,2/i,zi) Vi + f {x 2 ,y 2 ,z 2 ) V 2 + ... + f (x n ,y n ,z n ) V n (6.9) 

Si el límite de S n existe cuando el número de subdivisiones aumenta (es decir, 
n —y 00 ) y los pedazos son cada vez más pequeños (es decir, rnax V.¡ —> 0); 
entonces a tal límite es llamada integral triple de / (x, y, z) sobre la región V y 
se representa por 

JII f( X,V,Z ') dV ' 


Es decir 



/ (x, y, z ) dV 


lim [f(xi,yi,zi) Vi + ... + f (x n ,y n ,z n ) V n ] 


( 6 . 10 ) 


Si el límite (10) existe, se dice que f(x,y,z) es integrable sobre V. No todas 
las funciones son integrables; sin embargo, las funciones que son continuas en V 
son integrables sobre V. 

A pesar de que (10) define a la integral triple, no es muy útil para su cálculo. 
Por supuesto, siempre podemos hallar aproximadamente el valor de la integral 
triple de cualquier función integrable sobre una región V por medio de la suma 
(9) (ver ejercicio 48). 


6.2.1 Cálculo de las integrales triples 

El cálculo de las integrales triples de la mayoría de las funciones que tratamos 
se reduce, como para las integrables dobles, al cálculo consecutivo o iterado de 
tres integrales simples tal como se establece en el siguiente teorema: 

Teorema 6.2 (Teorema fundamental de las Integrales Triples). 

Si f (x, y, z) es integrable sobre una región del espacio V, y si la región V 
está limitada interiormente por la superficie z = z 1 (x, y) y superiormente por 
la superficie z = z 2 (x, y); entonces 

/Z=«2 \ 

/ (x, y, z) dz I dydz (11) 

.Z=Zl / 



donde A (en (11)) es la región del plano xy que se obtiene al proyectar V en 
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dicho plano. (Fig. ###). 



Los supuestos, como para las integrales dobles, según convenga, se puede 
cambiar el orden de integración en (11); en tal caso se deberá considerar la 
proyección sobre el plano coordenado de las dos variables que no han intervenido 
en la primera integración (ejercicio 69). 

En general, la proyección A sobre el plano xy se obtiene eliminando la vari¬ 
able z de entre las superficies que limitan V. 


Example 59 Calcular JJJ V zdV, si V es la región limitada por x + y + z = 2 

y los planos coordenados x = 0, y = 0, z = 0 (Fig. ###j. 

La región de integración V está limitada inferiormente por el plano coordenado 
z = 0 y superiormente por el plano z = 2 — x — y (o x + y + z = 2), entonces la 
primera integración se ha de efectuar con respecto a z y entre estos límites (en 
la Fig. ### esto se indica con una flecha vertical punteada). 

La proyección A sobre el plano xy es el triángido limitado por las rectas x = 0, 
y = 0, x + y = 2. En segundo lugar podemos integrar con respecto a y desde la 
recta y = 0 hasta la recta y = 2 ~ x (ó x + y = 2). 

Finalmente, integramos con respecto de x sobre el intervalo proyección de A 
sobre el eje x, desde x = 0 hasta x = 2. Es decir, 




2 2—x 2 

\ J j (2 - x - y) 2 dydx = ^ J (2 - x - yf / (-3) ^ dx 
0 0 o 


2 

^ / ( 2 ~xf dx 
0 


(2 — x) 4 
6-4 


2 

0 


2 

3 


Notemos que para hallar los límites de integración sobre una región V del 
espacio, primeramente se integra de superficie a superficie en el espacio, luego 
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de curva a curva en un plano; y finalmente, de punto a punto en un intervalo. 
Es decir: 

Los primeros límites de integración se hallan sobre el volumen V ; para hallar 
los segundos límites de integración se proyecta V sobre el plano de las variables 
que no han intervenido en la primera integración y los segundos límites de 
integración, se hallan sobre dicha proyección A. Finalmente, los últimos límites 
de integración se hallan sobre el intervalo que resulta de la proyección de A sobre 
el eje de la variable que no ha intervenido en las dos anteriores integraciones. 


6.2.2 Volumen de una región sólida 

El volumen de una región sólida puede calcularse por medio de una integral 
triple. Si en (10) hacemos f(x,y,z) = 1 obtenemos 



dV — lim (Vi + V 2 + ... + V n ) 

n—> 00 


( 6 . 11 ) 


Como Vi, V 2 ,..., V n son los volúmenes correspondientes a las n partes en que a 
sido dividida la región sólida V, tenemos que el segundo miembro de (12) da el 
volumen de V. Es decir: 


volumen de V = JJJ dV = jj j dzdydx (6-12) 

Example 60 Hallar el volumen del tetraedro limitado por los planos coordena¬ 
dos y el plano x + y + z = 1. 





A x=x(u,v) 

y=y(u,v) 


u 

Fig. 6.11 


El tetraedro está limitado inferiormente por el plano z = 0, superiormente por 
el plano z = 1 — x — y; la proyección sobre el plano xy está limitada por la 
izquierda por la recta y = 0 y por la derecha por la recta y = 1 — x; la proyección 
sobre el eje x va desde x = 0 hasta x = 1 (flechas punteadas en la Fig. ###j. 
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Por tanto, integrando entre estos límites tenemos: 


V 



x—1y—l—xz=l—x—y 

dzdydx 

x=0 y—O z—0 



1 1—x 



— x — y) dydx 


2 J (1 -xfdx 

o 


1 1 
2 ' 3 


1 

6 


6.2.3 Cambio de variables en integrales múltiples 

Para funciones dependientes de una sola variable, por medio de un cambio de 
variable x = x (u) se ha podido calcular, en el cálculo I, integrales complicadas 
transformándolas en otras más sencillas que pueden calcularse más fácilmente. 
Recordemos que la fórmula es: 

b d 

J f(x)dx = j f (x (u)) x' (u) du (6.13) 

a c 

donde u (x) = a, u(d) = b (es decir, la imágen del intervalo [c, <¿] es el intervalo 

MD- 

Notemos que en lugar de integrar sobre el intervalo original [a., b], después 
del cambio de variable está dada por más de una ecuación. 


6.2.4 Formula del cambio de variable para integrales dobles 

Si de las variables x, y se pasa a las variables u, v mediante las ecuaciones de 
transformación x = x(u,v), y = y(u,v) entonces la transformación de la inte¬ 
gral de / (x, y) sobre la región A está dada por 


J j f {x,y)dxdy = j j f (x (u,v) ,y (u,v)) 


d(x,y) 


d (u, v ) 


dudv 


(6.14) 


donde la imagen de la región A, por medio del cambio de variable, es la región 

| d ( x , y) | 

original A (Fig. ###), y además el factor 1 ’ 1 


d (u, v) 


, que desempeña el papel 


0 í x , y) 

de x' (u) en (14), es el valor absoluto del determinante jacobiano „ , ’ , dado 


por 


d (u, v) 


d{x,y) 
d (u, v) 

Notemos que el determinante jacobiano (16) es el determinante de la matriz 
jacobiana de la transformación que efectúa el cambio de variable. 

Geométricamente, el valor absoluto del determinante jacobiano mide la con¬ 
tracción o dilatación de la región A, del plano uv, al transformarse en la región 


x u 

Vu 


x v 

Vv 


(6.15) 
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A del plano xy. Por ejemplo si 


• \d{x,y)\ 


= 2 en todo A, significa que el área de 


varía según el punto, significa que la 


| O (l¿, V) | 

_ Q {% y) 

A es el doble de A. Si el valor de ^ . ’ varía según el punto, significa que la 

O (U, V) 

contracción o dilatación de A mediante la transformación varía según el punto. 
Por esta razón, al determinante jacobiano puede considerarse como el "factor 
de proporcionalidad de áreas” del cambio de variable efectuado (Ejercicio 47). 

De (15) tenemos que cuando se efectúa un cambio de varaible se debe ex¬ 
presar la función / en términos de las nuevas variables, u, v y multipliarla por 

9{x,y) , 

7 T 7 -r que se calcula según (16). 

o (u, v) 

Algunos determinantes jacobianos que se usan frecuentemente son: 

Para: Coordenadas Polares: 


d{x,y ) 
d(r,6) 


= r => 


x = r eos 9 
y = r sin 9 


Para: a > 0, b > 0 


d(x,y) 
d (u, v) 


x 

— = u 


b V 


(ver ejercicios 32 y 35). 

Algunas veces, cuando las variables originales no están despejadas en las 
ecuaciones que efectúan el cambio de variables, es conveniente saber que 


d(x,y) 
d (u, v) 


d (u, v ) 
d(x,y) 


(ver ejercicios, 31, 33, 34, 43 y ejercicio propuesto 95). 

En general, la elección de un cambio de variable específico está sugerido por 
la forma de las ecuaciones de las curvas que limitan a la región de integración 
y/o por la forma de la función que se integra. Por ejemplo el cambio a las 
coordenadas polares (17a) puede ser muy útil cuando se integra sobre regiones 
limitadas por circunferencias, mientras que el cambio (17b) suele utilizarse para 
transformar elipses en circunferencias. 


6.2.5 Fórmula del cambio de variable para integrales triples 

La fórmula del cambio de variable para integrales tripes es el mismo tipo que 
para las integrales dobles. Si el cambio de variable se efectúa mediante las 
ecuaciones x = x (u, v, w), y = y (u, v, w), z = z(u, v, tu); entonces el cambio en 
la integral triple de / (x, y , z) sobre la región sólida V está dada por 

JJJ f ( x ’V’ z ) dV = JJJ _f ( x ’Vi z ) Q(uv’w) dudvdw ( 6 - 19 ) 
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donde la imagen de V, mediante el cambio de variable, es la región original V ; 


el factor 
dado por 


d(x,y,: 


d (u, v, w) 


es el valor absoluto del determinante jacobiano 


d(x,y,z) 
d (u, v, w) 


d{x,y,z ) 
d (u, v, w) 


%il ^Cv 

Vil Vv Vw 

%u 


( 6 . 20 ) 


Geométricamente, el valor absoluto del determinante jacobiano (20) es el "factor 
de proporcionalidad de volúmenes” del cambio de variable efectuado. Algunos 
que se usan frecuentemente son: 

Para: Coodenadas cilindricas 


d{x,y,z) 
d (r, (/), z) 


x = r eos 9 
y = r sin 9 

z = z 


Para: Coordenadas esféricas 

= p 2 sin 9 


d (x, y , z) 
d (p, 0, 9) 


Para: a>0, & >0, c>0 

d{x,y,z) 


d (u, v, w) 


= abe 


x = p eos 9 sin <fi 
y = p sin 9 sin </> 
z = p eos <f> 


x/a = u 
y/b = v 
z/c = w 


( 6 . 21 ) 


( 6 . 22 ) 


(6.23) 


En general la elección del cambio de variable depende de la forma de las 
ecuaciones de las superficies que limitan la región de integración y/o de la forma 
de la función que se integra. El cambio a coordenadas cilindricas (21) puede 
ser conveniente cuando se integra sobre regiones limitadas por cilindros, conos y 
paraboloides; el paso a coordenadas esféricas suele efectuarse cuando la región 
de integración está limitada por esferas y, a veces, cilindros. El cambio (23) 
transforma elipsoides en esferas (ver ejercicio 61). 


6.3 MASA. DENSIDAD MEDIA. CENTRO DE 
GRAVEDAD. CENTROIDE. MOMENTOS 


Consideremos una "fina lámina” que tenga la forma de una región plana A. Si la 
lámina o placa está construida con un material homogéneo, la densidad ó (masa 
por unidad de área) es constante y en tal caso la masa total es el producto de 
la densidad por el área de la lámina. 

Si la densidad <5 (x, y) varía de un punto a otro, entonces la masa total de 
la lámina está dada por 


6 (x, y) dxdy 


m = 


(6.24) 
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La densidad media 6 de la lámina está dada por el cociente. 


masa // /{x, y) dxdy 

área f f , , 

J J dxdy 


(6.25) 


El centro de gravedad, de coordenadas ( x,y ), teóricamente es un punto 
de equilibrio de la lámina y sus coordenadas están dadas por 


x = 


xS(x,y) dxdy 



6 (x, y) dxdy 


jI yS (x, y) dxdy 

JJ 5 (x, y) dxdy 


(6.26) 


La integrales de los numeradores de (25) son los momentos de la lámina re¬ 
specto al eje y y al eje x, respectivamente. Cuando la densidad es constante, 
5 (x, y) = c, las fórmulas (25) se simplifican y tenemos 


x = 




(6.27) 


En este caso, cuando la densidad es constante, el punto (x, y) se llama cen¬ 
troide o centro geométrico de la lámina. 

Por otra parte, si L es una recta en el plano de la lámina y d (x, y) es la 
distancia del punto (x, y) de la lámina a la recta L, entonces el momento de 
inercia de la lámina respecto a L está dado por 


II 



(x,y)S(x,y) dxdy 


(6.28) 


Si en (27) se tiene 5{x,y) = 1, el momento de inercia II se llama también 
segundo momento de la lámina A respecto a L. En particular los momentos 
de inercia respecto a los ejes x e y se representan por I x e I y respectivamente; 
y están dadas por 


4= JJ y 2 S(x,y)dxdy ; I y = JJ x 2 S(x,y)dxdy (6.29) 

La suma de estos momentos se llama momento polar de inercia respecto al 
origen y se representa por Iq: 


In — L 


Ix 



(x 2 + y 2 ) 6 (x,y) dxdy 


(6.30) 


Debemos tener en cuenta que la masa y el centro de gravedad de una lámina 
no dependen de la posición del origen de coordenadas, ni de las direcciones de 
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los ejes coordenados. El momento polar de inercia depende únicamente de la 
posición del origen y no de las direcciones de los ejes coordenados, mientras que 
los momentos y momento de inercia respecto a los ejes x e y dependen de la 
posición del origen y de las direcciones de los ejes. 

Si la lámina es de densidad constante y tiene un eje de simetría, entones su 
centroide (x, y) estará en dicho eje de simetría; si tiene dos ejes de simetría, el 
centroide estará en la intersección de tales ejes de simetría. Estas propiedades 
pueden usarse para simplificar los cálculos (ejercicio 36, 38). 

La masa, centro de gravedad, momentos, etc. de un sólido están dados por 
fórmulas análogas a las correspondientes a regiones planas, donde intervienen 
integrales triples (ejercicios 72, 73 y 74). 


6.4 TEOREMA DE PAPPUS 

El teorema de Pappus relaciona al centroide de una región plana con el volumen 
del sólido de revolución generado al girar la región plana alrededor de una recta 
de su plano. En forma precisa: 


1 

y 


A 

(x,y) 

1 

y * 

\/ 




(x,y) 



y 



X 

— 

_^ 




X 



Fig. 6.12a 


Fig. 6.12b 


El volumen generado al girar una región plana arededor de un eje de su plano 
que no la corte es igual al producto del área de la región por la longitud de la 
circunferencia descrita por su centroide. 

En particular, si una región plana como la de la Fig. ### gira alrededor 
del eje a;, entonces al girar la región plana para engendrar el sólido de revolu¬ 
ción, el centroide se desplaza a lo largo de una circunferencia de radio y (Fig. 
###). Entonces, el volumen V es igual al producto de la longitud de dicha 
circunferencia multiplicada por el área A; es decir 


V = 2nyA (6.31) 

El teorema de Pappus puede usarse en algunos casos para calcular volúmenes y 
en otros para determinar centroides. 

Nota. Por supuesto, el teorema de Pappus se aplica cuando la densidad es 
constante. 
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Ejemplo 6.6. El area del semidisco superior x 2 + y 2 = R 2 , y > 0 es A = — R 2 . 
Al girar alrededor del eje a: genera una esfera de radio R cuyo volumen es 



ny 

R 

« (x,y) 

R 


Fig. 6.13 


X 


Por el teorema de Pappus tenemos: 


V = 2iryA 



2Tvy^R 


2 


despejando y 

IR 


Además, como el eje y es un eje de simetría del semidisco, el centroide está 
en dicho eje y por tanto x = 0. Luego, el centroide del semidisco es (x,y) = 



6.5 EJERCICIOS RESUELTOS 

INTEGRALES DOBLES 


1. Sea A el cuadrado con vértice en (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). Calcular 
aproximadamente el valor de la integral 



( x 2 + y) dA 
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a) dividiendo A en dos partes, b) dividiendo A en cuatro partes. 




Solución, a) Dividamos A en dos partes Ai y A 2 como en la Fig. ###. 
Del pedazo inferior elegimos el punto (xi,yi) = ( 5 , |) y del pedazo supe¬ 
rior el punto (£ 2 , 2 / 2 ) = ( 5 , |). Los áreas de Ai y A 2 son Ai = A 2 = 
Por tanto, 



/ (*1,2/1) Ai + f (* 2 ,2/2) A 2 = (xl +2/1) M + (^2,2/2) A 2 




3 

4 


b) Dividamos A en cuatro partes Ai, A 2 , A 3 , A4 como en la Fig. ###. 
Elijamos un punto de cada pedazo: 



Como el área de cada pedazo es tenemos: 



/ (*i, 2 /i) Ai + f {x 2 ,y 2 )A 2 + / (*3,2/3) A 3 + / (*4,2/4) A 4 



después de simplificar. 

CALCULO DE INTEGRALES DOBLES 

En los ejercicios 2 - 8 se calculan integrales iteradas. 



xydxdy. 
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Solución. Integrando con respecto a x manteniendo y constante: 


xydxdy = J *—y dy = j ^dy = 


, L xydydx. 

Solución. Integrando con respecto a y, manteniendo x constante 


xydydx = I x^— dx= 4xdx = —— = 24 


J 0 J x 2 
Solución. 


11 i 

dydx = J y\ x x2 dx = J (x - x 2 ) dx = y - y = * - * = J 


r2 r3y 

5. / / (a; + y) dxdy. 


Solución. 


í x 2 3y f 9 6y 3 “ 

(a: + y) dxdy = J — + xy dy = J 6 y 2 dy = — =14 


/ 2 rx +x 

-1 d 2x 2 —2 
Solución. 


xdydx. 


A X -\-X A A 

J j xdydx = j xy\ x ¿x f x , ¿ dx = J (—x 3 + x 2 + 2x) dx 


x 4 x 3 2x 2 9 

x + y + y - ~~ 4 


r sin ddrdO. 


J o J 2 
Solución. 


r sin ddrdd = / — sin dd = - / cos“ dsin Odd = - — 


1 eos 3 dI^ 


2 3 



200 


CHAPTER 6. INTEGRALES MULTIPLES 


/»7t/2 />4cos 6 


r 3 drd9. 


Jo J 2 
Solución. 


tt/ 2 4 eos 0 


71-/2 „ tt/2 

' - |4cos0 ' 


í. r. « 4 ‘i CU3 1/ r. 

/ / r 3 drd0 = I d9 = (64 eos 4 0 — 4) c¿0 

0 2 o 


consultando una tabla de integrales 

'30 sin 20 sin 40 
64 — + —— 


32 


-40 


tt/2 


= IOtt 


En los ejercicios 9-16 se calculan integrales dobles sobre una región plana 
por medio de integrales iteradas. 

9. JJ y 2 dA siendo A el rectángulo limitado por x = 0, x = l, y = 0, y = 3. 


( 1 . 3 ) 


Fig. 6.15a 


( 1 . 3 ) 


Fig. 6.15b 


Solución. Procedimiento 1. Como el rectángulo A, que es la región 
de integración, está limitada por la izquierda por la recta x = 0 y por 
la derecha por la recta x = 1, primeramente integramos con respecto de 
x (línea punteada en la Fig. ###). Con respecto de y se integra en la 
proyección del rectángulo sobre el eje y, que va de y = 0 hasta y = 1 
(intervalo rayado en la Fig. ###). Por tanto: 


3 i 



o o 


3 


o 



3 


3 


= 9 


o 


Procedimiento 2. El rectángulo A está limitado interiormente por la 
recta y = 0 y superiormente por la recta y = 3. Entonces primeramente 
integramos con respecto de y entre estos limites (línea punteada en la Fig. 
###)• Con respecto de x integramos en la proyección del rectángulo 
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sobre el eje x, que va desde x = 0 hasta x = 1 (intervalo rayado en la Fie. 
###). Por tanto 


x—1y —3 


lo 1 

„3 I 3 


y 2 dA = J J y 2 dydx = J dx = J 9 dx = 9x|¿ = 9 


x—0 y —0 


10. Calcular JJ (x + 2 y) dA si A es el triángulo limitado por x = 0, y = 0, 
a; + y = 1. 


( 0,1 


( 0,1 


»+y=1-y 


Fig. 6.16a ( 1 ’°) x 


¡á+y=1-x 


Fig. 6.16b (b°) x 


Solución. Procedimiento 1. El triángulo está limitado por la izquierda 
por la recta x = 0 y por la derecha por la recta x = 1 — y; entonces 
integramos primero con respecto a x entre estos límites (línea punteada 
en la Fig. ###). Con respecto a y integramos en la proyección del 
triángulo sobre el eje y (intervalo rayado en la Fig. ###). Por tanto, 



(x + 2y) dA 


x=l y—l—x 


(x + 2 y) dydx = 


x—0 y —0 



x) dx 



(■ xy ) + y 2 n X dx 


i 

o 


1 

2 


Nota. Notemos que en los límites de integración la variable respecto a la 
cual se integra debe estar despejada. 


11. Calcular 



y) dA si A es el cuadrilátero limitado por x = 0, 
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x = 1, x + y = 1, x + y = 3. 



Solución. Como la región de integración está limitada interiormente por la 
recta y = 1 — x y superiormente por la recta y = 3 —a;; entonces integramos 
primero con respecto de y entre estos límites (línea punteada Fig. ###). 
Con respecto de x integramos en la proyección de la región de integración 
sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 1. Por tanto 



y)dA 


x—1y—S—x 


(2x — y) dydx 



x—0y—l—x 


0 



X 2 

4) dx = 6—— 4x 


i 

= -1 
o 



3—x 

dx 

1 — X 


Nota. En este caso no conviene integrar primero con respecto a x porque 
la región de integración está limitada por dos curvas (dadas por dos ecua¬ 
ciones) por la izquierda. Lo mismo ocurre con las curvas que la limitan 
por la derecha. 


12. Hallar JJ (1 + x) dA, si A es el triángulo limitado por y = x, x + y = 2, 
y = 0. 

Solución. Como la región de integración está limitada por la izquierda por 
la recta x = y y por la derecha por la recta x = 2 — y, entonces integramos 
primero con respecto a x (línea punteada Fig. ###)• Con respecto y 
integramos en la proyección del triángulo sobre el eje y que va desde y — 0 


.18 
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hasta y = 1 (intervalo rayado, Fig. ###). Por tanto, 



(1 + x) dA 


y—\ x=2—y 

(1 + x) dxdy 

y =o x—y 



j (1+x) 2 


2 - 2 / 

dy 

y 


i 

J (4 - 4y) dy = 4 ^y 



i 


= 2 


o 


Nota. En este caso no conviene integrar primero con respecto de y porque 
la región de integración está limitada superiormente por dos curvas (dadas 
por dos ecuaciones). 


13. Hallar 



(x + y) dA, siendo A la región limitada por x = y 2 , 


x + y = 0. 



Solución. Como la región de integración está limitada por la izquierda por 
la parábola x = y 2 hasta la recta x = —y; entonces integramos primero 
con respecto de x entre estos límites (línea punteada Fig. ###). Con 
respecto de y integramos en la proyección de la región sobre el eje y que 
va desde y = — 1 hasta y = 0. Por tanto 



(a: + y)dA = 


y=o x--y 


(x + y) dxdy 


/ 


x 2 

Y +xy 


y =—1 x—y 2 




i 

60 


-y 


dy = 


J (y 4 + 2 y 3 + y 2 ) d v 

o 


14. Calcular 


xydA, donde A es la región limitada por y = x 3 , y = x. 


J J A 

Solución. La porción que está sobre el primer cuadrante está limitada 
inferiormente por la curva y = x 3 y superiormente por la curva y = 
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x , entonces integramos primero con respecto a y entre estos límites; la 
proyección sobre el eje x de esta porción va desde x = 0 hasta x = 1. 

Por otra parte, la porción que está en el tercer cuadrante está limitada 
interiormente por y = x y superiormente por y = x 3 , entonces se va a 
integrar primero con respecto a y entre estos límites. La proyección de 
esta porción sobre el eje x va de x = —1 a x = 0. 

Por tanto, sumando las integrales sobre cada porción tenemos: 



x—1 y—x 


te—0 y=x ó 


xydydx - 


xydydx = / x — 


x—0y—x 3 


x——l y—x 


dx - 


1 „ „3 

f ^ y 

i X 2 

-i 


dx 


^ J (x 3 — x ‘) dx + 

o 



1 


1 


-*)‘ fa= Í6 + Í6 = 


1 

8 


15. Hallar 



y) dA , si A es la región limitada por x = y 2 , y = x 3 . 


y=X3 x =y 2 

Viví) 


Fig. 6.21 


Solución. La región de integración está limitada interiormente por la curva 
y = x 3 y superiormente por la parábola y = y/x (o x = y 2 ), entonces 
integramos primero con respecto de y entre estos límites (línea puntead 
Fig. ###)• 

Con respecto de x integramos en la proyección sobre el eje x que va desde 
x = 0 hasta x = 1 (intervalo rayado, Fig. ###). Por tanto, 



y) dA 


X—1 v=y/x 


J J (x- y) dydx = J (xy 


r 

2 


x=0 x—x 3 



r 5/2 



2 1 13 

5 _ 5 + 14 “ 140 




5 


0 
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16. Hallar JJ x 2 dA, si A es la región del 
hipérbola xy — 16 y las rectas x = y, x 


primer cuadrante limitada por la 
= 0, y = 0, x = 8. 


xy =16 



(4,4) 

Ai 


A2 


y =x 


x=8 


Fig. 6.22a 


xy =16 


x=y 


(4,4) 


Az 


( 8 , 2 ) 


Ai 


Fig. 6.22b 


Solución. Notemos que tanto por la derecha como superiormente la región 
de integración está limitada por dos curvas (dadas por dos ecuaciones), 
entonces es necesario dividir la región en dos partes. 

Procedimiento 1. Dividamos la región A como en la Fig. ###, en dos 
regiones A 1 y A 2 . 

La región A\ está limitada inferiormente por la recta y = 0 y superior¬ 
mente por la recta y = x, integramos con respecto de y entre estos límites. 
Con respecto de x integramos en la proyección sobre el eje x que va desde 
x = 0 hasta x = 4. 

Por otra parte, la región A 2 está limitada inferiormente por la recta y = 0 
y superiormente por la hipérbola y = 16 , entonces integramos primero con 
respecto de y entre estos límites. 

Con respecto de x integramos en la proyección de A 2 sobre el eje x que va 
desde x = 4 hasta x = 8. 

Sumando las integral sobre A: 



x—4y—x 



x=0 y —0 


v =8y=l&/x 


x 2 dydx = x 2 2 /|q dx + 


c 2 y\l 6/x dx 


x—4 y —0 


4 8 

4 2 

f í X ^ 

/ x 3 dx + / 1 6xdx = — 

+ 16 ^ 

I J 4 

0 4 

0 ^ 


64 + 8 (64 - 16) = 448 


Procedimiento 2. Dividamos la región A como en la Fig. ### en 
dos regiones Ai y A 2 . Integramos primero con respecto de a: y luego con 
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respecto de y sobre A\ y A 2 y luego sumando, obtenemos: 



En los ejercicios 17 - 20 se invierte el orden de integración de una integral 
iterada. 


17. Graficar la región de integración e invertir el orden de integración 



2x 


f (x, y) dydx. 



*< 

< 

II 

rv> 

X 

(2,4) 

y 

y =3x 



iy 

y=3x 

(1,3) 



x=2 

y= 

2x 

X=1 

Ai 

y =2x 

(1,2) 


Fig. 6. 

23 x 

Fig. 6. 

Ma x 

Fig. 6.2' 

ib x " 


Solución. Como 


x—2y—2x 


j J f (x, y) dydx = J j f (x, y) dydx 


o o 


x=0 y —0 


considerando los límites de integración deducimos que la región de inte¬ 
gración está limitada inferiormente por la recta y = 0 y superiormente 
por la recta y = 2x. Además x varía entre x = 0 y x = 2. La región de 
integración se muestra en la Fig. ###. 

Invirtamos el orden de integración; como la región está limitada por la 
izquierda por x = | y por la derecha por x — 2, entonces integramos 
con respecto de x entre estos límites. Con respecto de y integramos en la 
proyección de la región sobre el eje y , que va desde y = 0 hasta y = 4. Por 
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tanto: 


2 2x 


y —4 x—2 


j J f (x, y) dydx = J J f (x, y) dxdy = J j f (x, y) dxdy 


o o 


y=0x=y/2 


y/2 


18. Graficar la región de integración e invertir el orden de integración: 

1 3a; 

J j f ( x i y) dydx 


0 2x 


Solución. Como 


1 3x 


x—1y—3x 


j jf<* y) dydx = j j f(x, y) dydx 


0 2x 


x—Oy—2x 


considerando los límites de integración deducimos que la región de inte¬ 
gración está limitada interiormente por la recta y — 2x y superiormente 
por la recta y = 3x. Además x varía entre x = 0 y x = 4. La región de in¬ 
tegración se muestra en la Fig. 7 ^##. Invirtiendo el orden de integración: 
Como la región está limitada por la derecha por dos curvas (dadas por dos 
ecuaciones) debemos dividir la región de integración en dos partes A\ y 
A 2 como en la Fig. ###. La región A\ está limitada por la izquierda por 
la recta x = | y por la derecha por x = entonces integramos primero 
con respecto de x entre estos límites. Con respecto de y integramos en la 
proyección de Ai sobre el eje y que va desde y = 0 hasta y = 2. La región 
A 2 está limitada por la izquierda por x = | y por la derecha por la recta 
x = 1, entonces integramos primero respecto de x entre estos límites. Con 
respecto de y integramos en la proyección de A 2 sobre el eje y que va desde 
y = 2 hasta y = 4. Por tanto: 


1 3x 


f (x, y) dydx = / / / ( x , y) dxdy + / f (x ,y)dxdy 


0 2x 


2 


y_ 

3 


19. Graficar la región de integración e invertir el orden de integración: 


1 



1 -y 

i 


f (x, y) dxdy 


--\A-y 2 


o 
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Solución. Como 


i 



i -v 

/ 


f (x, y) dxdy 


y=l x—l — y 



f (x, y) dxdy 


-%/i-y 2 


y=° 


considerando los límites de integración deducimos que la región de inte¬ 
gración está limitada por la izquierda por la curva x = — \f \ — y 1 y por la 
derecha por la recta x = 1 — y. Además y varía desde y = 0 hasta y = 1. 
La región de integración se muestra en la Fig. ###. 

Para invertir el orden de integración: dividimos la región de integración 
en dos partes Ai y A 2 como se ven en la Fig. ###. 

La región A\ está limitada interiormente por la recta y = 0 y superi¬ 
ormente por la curva y = \J\ — x 2 (que se obtiene de x = —\/l — y 2 ), 
entonces integramos primero con respecto a y entre estos límites. Con 
respecto de x integramos en la proyeccijon de A\ sobre el eje x que va 
desde x = — 1 hasta x = 0. 

Por otra parte, la región A 2 está limitada interiormente por la recta y = 0 
y superiormente por la recta y = 1 — X] entonces integramos primero con 
respecto de y entre estos límites. Con respecto de x integramos en la 
proyección de A 2 sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 1. 

Por tanto, sumando las integrales sobre A\ y A 2 tenemos: 



o 


i o 


o o 
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f 1 f 3 2 

20. Calcular e x dxdy invirtiendo previamente el orden de integración. 

J o J 3y 


x=3y 


(3,1) 


Fig. 6.26a 3 x 


i =x/3 0,1) 


Fig. 6.26b 


3 x 


Solución. Como 


i 3 


y —1 x—3 


e x dxdy = 


dxdy 


o 3 y 


y=0x=3y 


considerando los límites de integración deducimos que la región de inte¬ 
gración está limitada por la izquierda por la recta x = 'iy y por la derecha 
por la recta x = 3. Además, y varía desde y = 0 hasta y = 1. 

La región de integración se muestra en la Fig. Invirtiendo el orden 

de integración: como la región de integración está limitada interiormente 
por la recta limitada interiormente por la recta y = 0 y superiormente 
por la recta y = entonces integramos primero con respecto de y entre 
estos límites. Con respecto de x integramos en la proyección de la región 
sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 3 (Fig. ###). Por tanto, 
invirtiendo el orden de integración y calculando: 


1 3 


x = 3 v =3 


e x dxdy = 


dydx 


o 3 y 


x—0 y =0 


i T 2 

I 7 1 f 2 

1 

1 ~2 

J e y 

dx — - / xe dx = 



0 3 J 

3 

2 

0 

0 





1 ) 


Nota. Notemos que si previamente no se invierte el orden de integración, 
el cálculo de la integral es dificultosa. 

En los ejercicios 21 - 35 se calculan áreas de regiones planas. 
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21. Hallar el área de la región limitada por las rectas y = 2x, x + y = 2, y = 0. 


(2/3,4/3) 


x+y =2 


Fig. 6.27 2 x 


(- 1 , 1 ). 


(3,9) 


y=2x+3 


y=X 2 


Fig. 6.28 x 


Solución. La región está limitada por la izquierda por la recta x = | (que 
se obtiene de y = 2x) y por la derecha por la recta x = 2 — y (que se 
obtiene de x + y = 2). Entonces integramos primeramente con respecto 
de x entre estos límites. Con respecto de y integramos en la proyección 
sobre el eje y que va desde y = 0 hasta y = Por tanto el área A está 
dado por: 


A = j J dxdy = j x\\ y dy = j ^2 - ^ dy = 2y - ^ y 2 
0 | o o 


22. Calcular el área de la región limitada por y = x 2 y y = 2x + 3. 

Solución. Como la región está limitada interiormente por la parábola y = 
x 2 y superiormente por la recta y = 2x + 3; entonces primero integramos 
con respecto de y entre estos límites. 

Con respecto de x integramos en la proyección sobre el eje x que va desde 
x = — 1 hasta x = 3. Por tanto el área es 


3 2x+3 


A = 


dydx 


-i X 2 


3 



-i 


y\l* +3 dx 


J (2x + 3 — x 2 ) dx = x 2 + 3x — 
-1 


3 


32 

y 


-i 
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23. Calcular el área de la región limitada por x = 6y — y 2 y y = x. 



Solución. La región está limitada por la izquierda por la recta x = y y 
por la derecha por la parábola x = 6y — y 2 ; entonces primero integramos 
con respecto de x entre estos límites. Con respecto de y integramos en la 
proyección sobre el eje y que va desde y = 0 hasta y = 5. Por tanto, el 
área pedida es 



24. Hallar el área limitada por y 2 = I — x y y 2 = I — Ax. 

Solución. Como la región es simétrica, calculemos el área de la parte que 

está en el primer cuadrante y lo multiplicamos por 2. Esta porción está 

2 

limitada por la izquierda por la parábola x = 1 — ^ (que se obtiene de 
y 2 = A — Ax) y por la derecha por x = 4 — y 2 (obtenida de y 2 = A — x); 
entonces integramos primero con respecto de x entre estos límites. Con 
respecto de y, integramos en la proyección sobre el eje y que va desde 
y = 0 hasta y = 2. Por tanto, el área pedida es 

2 4 -y 2 2 2 2 

A = 2¡ j dxdy = 2 J xf 1 Z v y2/4 dy = 2 J ^3- dy = 2 (^3y - ^ =8 

0 l_y2/4 0 0 
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25. Calcular el área limitada por y = 2x — x 2 y y = 3x 2 — 6x. 



y 

y=2x-X2 

L y 




(i,i) 



2 x 

y=X3 y =X 2 

n 



/ V 

J 



y =3 x2-6x 

X 



Fig. 6.31 

Fig. 6.32 


Solución. La región está limitada interiormente por la parábola y = 3x 2 — 
6x y superiormente por la parábola y = 2x — x 2 , entonces integramos 
primeramente con respecto de y entre estos límites. Con respecto de x 
integramos en la proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 2. 
Por tanto, el área pedida es 




j J dydx = J y\ll 2 * 6x dx = f (8x - 4x 2 ) dx = 4x 2 - 


0 3 x 2 — Qx 


26. Hallar el área de la región limitada por y = x 2 y y = x 3 . 

Solución. Como la región está limitada interiormente por la cúbica y = x 3 
y superiormente por la parábola y = x 2 ; entonces integramos primero con 
respecto de y entre estos límites. Con respecto de x, integramos en la 
proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 1. Por tanto, el 
área pedida es: 


A = J J dydx = J y\ x x3 dx = J (x 2 - x 3 ) dx = y - y 

0 x 3 0 0 



27. Calcular el área de la región en el primer cuadrante limitada por y 2 = 2x, 
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x 2 + y 2 — ly = 0. 


y 


i 

X2+y 2-4y =0 

X2=2py 

(2,2) 

y 

(2p,2p) 

/ 


X 

y 2 = 2 px 

|. 6.34 

F 

X 

y 2=x fíc 

¡g. 6.33 ' 


Solución. Como la región está limitada por la izquierda por la parábola 
x = \ (obtenida de y 2 = 2x) y por la derecha por el arco de circunferencia 
x = yjly — y 2 (obtenida de x 2 +y 2 — 4y = 0) entonces integramos primero 
con respecto de x entre estos límites. Con respecto de y integramos en la 
proyección sobre el eje y que va desde y = 0 hasta y = 2. Por tanto, el 
área pedida es 


\J 4 v-y 


A = 


dxdy = J x\^ v 2 v dy = J ly - y 2 - y ^ dy 

0 o 

= \ {y - 2)v / 4y-í/ 2 + *4arcsin 


0 y 2/2 


r 

6 


28. Calcular el área de la región limitada por y 2 = 2 px yi 2 = 2 py. 

Solución. Como la región está limitada interiormente por la parábola y = 
x 2 /2p (obtenida de x 2 = 2py) y superiormente por la parábola y = y/2px 
(obtenida de y 2 = 2px); entonces integramos primero con respecto de y 
entre estos límites. Con respecto de x integramos en la proyección sobre 
el eje x que va desde x = 0 hasta x = 2 p. Por tanto, el área pedida es 


2 p y/2px 2 p 2 p 

A = j J dydx = J y\^ p dx = j (y 2 px-^jdx= ■ 2 ~ ^ 

0 x 2 /2p 0 0 


col ^ 
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29. Hallar el área de la región limitada por y = x 3 — 2x y y = 6x — x 3 . 



Solución. Debido a la simetría de la región, consideremos solamente la 
parte que está a la derecha del eje y, luego multiplicaremos ese área por 
dos. Como la región está limitada inferiormente por la cúbica y = x 3 — 2x y 
superiormente por y = 6x — x 3 , entonces integramos primero con respecto 
de y entre estos límites. Con respecto de x integramos en la proyección 
sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 2. Por tanto, el área pedida 
es 

2 Gx—x 3 2 2 42 

A = 2 J j dydx = 2 J y\^ 3 _ 2 X dx = 2 J (8x — 2x 3 ) dx = 2 ^ 'Ax 2 -— ^ = 16 

0 x 3 — 2x 0 0 

30. Hallar el área de la región limitada por y = a; 3 , y = 2a: y y — x. 

Solución. Debido a la simetría de la región consideremos solamente la 
parte que está en el primer cuadrante y luego multiplicaremos su área 
por dos. Por una parte, la región está limitada por la izquierda por la 
recta x = y/2 (obtenida de y = 2x) y por la derecha por x = y (entonces 
integramos primero con respecto de x entre estos límites) cuando y varía 
desde y = 0 hasta y = 1 (entonces integraremos con respecto de y entre 
estos límites). Por otra parte, la región está limitada por la izquierda 
por la recta x = y/2 y por la derecha por la cúbica x = y 1 ^ 3 (entonces 
integraremos primero con respecto de x entre estos límites) cuando y varía 
desde y = 1 hasta y = 2\¡2 (entonces integraremos respecto de y entre 
estos límites). Por tanto, el área pedida es: 



tO | OO 
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En los ejercicios 31 - 35 se calculan áreas de regiones planas efectuadas 
cambios de variables de modo que simplifiquen los cálculos. 


31. Hallar el área de la región limitada por x + y = 1, x + y = 2, y = 2x y 
y = 2x + 2. 


y=2x+2 


y =2x 
x+y =2 


Fig. 6.37a 


x+y=1 x 


4v 



U =1 


u =2 



A 

i 

CM 

II 

> 


1 

2 

Fig. 6. 

37 b 


Solución. No conviene integrar sobre la región del plano xy (Fig. ###) 
porque tendríamos que dividir la región en cuatro partes. Efectuando el 
cambio de variable x + y = u, y — 2x = v; vemos que x + y = 1, se 
transforma en u = 1, x + y = 2, se transforma en u = 2, y — 2x = 0, se 
transforma en v = 0 y y — 2x = 0, se transforma en v = 2. La región A se 
transforma en la región A de la Fig. ###. Como 


d ( u , v) 

u x 

Uy 


1 

1 

d(x,y) 

V x 

Vy 


-2 

1 


entonces el jacobiano de la transformación es: 

d(x,y) = 1 = 1 
d(u,v) ~ ~ 3 

d(x,y) 


Integrando en la región del plano uv (Fig. ###), teniendo en cuenta el 
jacobiano de la transformación, obtenemos el área pedida: 


A= Jh ixdv = IL Hdi"” = I / ¡ iudv 





2 _ 
0 


O 1 


0 


0 


CN | CO 
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32. Hallar el área de la región anular limitada por x 2 + y 2 = 4, x 2 + y 2 = 9. 


y 

r=3 

>. 


x 

r=2 

Fig. 6.38 



Fig. 6.39a 


Solución. Conviene pasar a coordenadas polares por medio de x = r eos 0, 
y — r sin 0; entonces x 2 + y 2 = 4, se transforma en r — 2, x 2 + y 2 = 9 se 
transforma en r = 3. El jacobiano de la transformación es 


d(x,y) 
d (r, 0) 


X r Xq 


eos 9 

—rsin0 

y r ye 


sin# 

reos 9 


r (eos 2 0 + sin 2 0) = r, 


como la circunferencia que limita la región anular, más cercana al origen, 
es r = 2 y la circunferencia más alejada es r = 3; entonces integramos 
con respecto de r entre estos límites. Para cubrir toda la región anular, el 
ángulo 9 varía desde 8 = 0 hasta 9 = 2n. Integrando entre estos límites y 
considerando el jacobiano de la transformación obtenemos el área pedida: 


A = 


27r 3 


rdrd9 = 


2tt 


0 


2 




57T 


33. Hallar el área de la región del primer cuadrante limitada por xy = 4, 
xy = 8, xy 3 = 5, xy 3 = 15. 

Solución. La forma de las ecuaciones dadas sugiere hacer el cambio de 
variable u = xy, v = xy 3 ', entonces 


II 

se transforma en 

u = 4 

xy = 8 

se transforma en 

u = 8 

xy 3 = 5 

se transforma en 

v = 5 

xy 3 = 15 

se transforma en 

v = 15 


La región A se transforma en A (Fig. ### y ##)• Como 


d(u, 

v) _ 

'U'X 


y x 

d(x, 

y) 

V X Vy 


y 3 3 xy 2 


2 xy 3 = 2v, 
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entonce el jacobiano de la transformación es 

d(x,y) = 1 = J_ 

d(u,v) d(u,v) 2v' 
d(x,y) 

Integrando en la región A (Fig. ###) y teniendo en cuenta el jacobiano 
de la transformación, obtenemos el área pedida: 

15 8 15 15 

A = J j —dudv = - J — dv = 2 J —dv = 2 lnrjg 5 = 2 (ln 5 — lnl5) 

5 4 5 5 

= 21n3 

34. Cacular el área de la región limitada por y 2 = x, y 2 = 8x, x 2 = y, x 2 = 8 y. 



Solución. La forma de las ecuaciones dadas sugiere efectuar el cambio de 
2 2 
. y x 

variable u = — y v = —; entonces 


y 



y 2 = x 

se transforma en 

u = 1 

y 2 = 8x 

se transforma en 

u = 8 

x 2 = y 

se transforma en 

v = 1 

x 2 = 8 y 

se transforma en 

v = 8 


La región A se transforma en la región A (Fig. ### y ##). Como 

_y 2 y 

d (u, v) _ u x u y _ x 2 x 
d(x,y) v x v v 2a; x 2 

y y 2 

entonces el jacobiano de la transformación es 

d(x,y) = 1 = _1 

d (u, v ) d (u , v) 3 

d(x,y) 
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Integrando sobre A y teniendo en cuenta que el jacobiano de la transfor¬ 
mación es — —, obtenemos el área pedida 

O 


A = 


d (x, y) 


d (u, v) 
,2 


dudv = 


x y 

35. Hallar el área de la elipse — + — = 1. 

a z b z 


-dudv = 49 
3 3 



x y 

Solución. Efectuemos el cambio de variable — = u, — = v; entonces 

a b 

2 2 
X* y* 

-tt + —r = 1 se transforma en la circunferencia u 2 + v 2 = 1. El jacobiano 
a ¿ b ¿ 

de la transformación es 


d(x, 

y) _ 

% V 


a 0 

d(u, 

V ) 

Vil Vv 


0 b 


= ab (1) 

Ahora, pasemos a coordenadas polares; por el ejercicio 32 el jacobiano es 

d (■u, v ) 


d (r, 9) 


= r ( 2 ) 


Además u 2 + v 2 = 1 se transforma en r = 1. 

Teniendo en cuenta la simetría del círculo calculamos el área de la porción 
del primer cuadrante y lo multiplicamos por 4. Integrando y teniendo en 
cuenta los jacobiano (1) y (2) de las dos transformaciones obtenemos el 
área pedida: 


t/2 1 


t /2 


A = 4 


o o 


7T / 2 


abr drd6 = Aab I— dO = 2 ab I d9 = 2 ab 6UJ 2 = irab 


Nota. Los dos cambios de variable se pueden efectuar de una sola vez 
haciendo x = ar eos 0, y = br sin 9. 

MASA, DENSIDAD MEDA, CENTRO DE GRAVEDAD, CEN¬ 
TROIDE Y MOMENTOS 
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36. Si A es la región limitada por 3x + 4y = 24, x = 0, y = 0 y la densidad 
es S (x,y) = xy, hallar a) la masa, b) la densidad media, c) el centro de 
gravedad, d) los momentos con respecto a los ejes x e y e) los segundos 
momentos con respecto a los ejes x e y, f) el momento polar de inercia 
respecto del origen. 




IL XS{X 

, y)dxdy 

1536 

5 

16 J ‘j y$ (x, y) dxdy 

1152 

3 

fh íix ' 

y)dxdy 

96 

JJ 8 (x, y) dxdy 

96 
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d) De la parte c) tenemos: 

momento respecto al eje x = JJ y5 (x, y) dxdy = 
momento respecto al eje y = JJ xS (x. y) dxdy = 

e) Los segundos momentos son 


1152 

~5~ 

1536 


I, = 


JJ y 2 6(x,y)dxdy = 
JJ x 2 S (x,y) dxdy = 


4 

6 8 ~3 y 


xy ó dxdy = ^ / ( 8 - ) i/dy = 


o o 

a 4 

6 8 -3 y 


x ó ydxdy = \ I ( 8 - ¿y ) ydy = 


Iy = 

J J A 

0 0 0 

f) El momento polar de inercia con respecto al origen es: 

3456 6144 


3456 


6144 


— Ix + ly — 


= 1920 


37. Hallar el centroide de la región limitada por y = 4 — x 2 , y = 0. 

Solución. Claramente el eje y es un eje de simetría de la región, y por 
tanto, el centroide debe estar en dicho eje de simetría. Entonces x = 0. 
Por otra parte, como 


2 4-x 2 



ydydx 



(4-^=^ 


entonces 


entonces 


2 4—x 2 2 



32 

y 


y = 



yó (x, y) dxdy 



6 (x, y) dxdy 


256 

l5~ 

32 

y 


8 

5 


Oc y) 



centroide 


38. Hallar el centroide de la región limitada por la parábola y = x 2 y la recta 
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Solución. Como la región no tiene eje de simetría, debemos calcular ambas 
coordenadas del centroide. Como 



1 

15 

1 

12 

1 

6 


Entonces, 



39. Hallar el centro geométrico de la región limitada por x 2 + y 2 = a 2 , x = 0, 
V = 0 . 

Solución. Claramente la recta y = x es un eje de simetría que divide la 
región exactamente en dos partes iguales y por tanto, al estar el centroide 
en este eje de simetría, se tiene x = y. Entonces es suficiente calcular una 
sola de las coordenadas del centroide. Como: 


ydxdy = 


r 2 sin OdrdO = — / sin 6dd = — (pasando a polares) 
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cuarta parte del área de una circunferencia de radio a. Entonces 

A tdxi » y 4 a 

, , ir a 2 37t 

dxdy - 

A 4 

Luego, (—, — ) son las coordenadas del centroide. 

\ 37t óit J 

TEOREMA DE PAPPUS 


40. Hallar el volumen del toro generado por la rotación del disco limitado por 
x 2 + y 2 = 4 alrededor de la recta x = 3. 


i 

1 y 

3 

ly 




>. 


(3,2) 





2 

X 

2 

4 7 



x=3 


x+y =0 


F 

¡g. 6.46b 



Fig. 

6.47 



Fig. 6.48 


Solución. Debido a la simetría del disco (Fig. ###) su centroide está en 
el origen (0,0). El área del disco es 

A = 7t2 2 = 47T. 

Si este disco gira alrededor de la recta x — 3, su centroide desribe una 
circunferencia de radio 3, y por tanto; 

V = 2ir • 3 • 4tt = 24tt 2 . 

41. Calcular el volumen del sólido general al girar el cuadrado de la Fig. ### 
alrededor de a) el eje x, b) del eje y , c) de la recta x + y = 0. 

Solución. Por simetría, el cuadrado tiene su centroide es (x, y) = (3,2). 
El área del cuadrado (de lado 2) es A = 4. 

a) Al girar alrededor del eje x, el centroide describe una circunferencia de 
radio y = 2. Por tanto, 

V = 2iryA = 2ir ■ 2 • 4 = 167r 

b) Al girar alrededor del eje y, el centroide describe una circunferencia de 
radio x = 3. Por tanto, 


V = 2irxA = 2-7T • 3 • 4 = 247T 
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Solución. Conviene pasar a coordenadas polares. Entonces x 2 + y 2 = r 2 , 
y la circunferencia x 2 + y 2 = 1 se escribe como r = 1. Teniendo en cuenta 
que el jacobiano de la transformación es re integrando en la circunferencia 
r = 1, obtenemos 



44. Calcular 


A 


x-y 

e x +v dA, donde A es la región limitada por x = 0, y = 0, 


x + y = 1. 

Solución. La forma del integrando sugiere hacer el cambio de variables 
u = x — y, v = x + y; entonces 


x + y = 1 se transforma en v = 1 

x = 0 se transforma en u + v = 0 

y = 0 se transforma en v — u = 0 


La región A se transforma en la región A (Fig. ### y ##). 


d ( u , v ) 

y*x 'Uy 


1 

-1 

1 

V X Vy 


1 

1 


El jacobiano de la transformación es 

d{x,y) = 1 = 1 m 

d (u,v) d (u,v) 2 

d (x, y) 

Efectuando los reemplazos correspondientes, teniendo en cuenta el jaco¬ 
biano (1) e integrando en A (Fig. obtenemos: 


e x +v dA = 


0 J —v 


ev -dudv = - 
2 2 


dv = 


vdv 


Nota. Efectuando el cambio de variable (menos natural, por cierto) 


x = u — uv , y = uv 

tanto el integrando como la nueva región de integración resultan ser más 
simples todavía. 


d0 
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45. Si la región A está limitada por x + y = 1, x = 0, y = 0, mostrar que 


/x — y\ , , sin 1 

eos - axay = —— 

A \x + yj 2 


Solución. La forma del integrando sugiere hacer el cambio de variable 

u = x — y, v = x + y. Por el ejercicio 43 la región A de la Fig. ### 

se transforma en la región de la Fig. ### y el jacobiano de la transfor- 

d (x, y) 1 . .... 

macion es -- = -. Reemplazando, teniendo en cuenta el jacobiano 

o(u,v) 2 

e integrando en la región A , tenemos: 


/ x — y \ , 

eos - axay 

A \x + yj 


ff fu\ d(x, y) f 1 f v /u\ 1 , 

/ / eos - —7 -r dudv = / eos — -audv 

JJ ¿ \v) d{u,v) J J _ v \vJ 2 

1 f 1 . /u\ v , 1 f 1 . . v 2 1 sinl 

- v sin — dv = - I 2 sin 1 vdv = sin 1 — = - 

2 / n \vJ -v 2 / n 2 „ 


46. Mostrar que 


Solución. Consideremos 


/ OO 

e~ x dx = V^r 

— OO 


/ = J e x dx (1) 


donde T > 0 es arbitrario pero fijo, 


1 = J T ^e~y 2 dy( 2 ) 


se puede usar cualquier variable de integración. Multiplicando miembro a 
miembro (1) y (2) tenemos 


e v dyj =/ e x e v dxj dy 


por ser x, y variables independientes entre sí 


< x2+y2 )dA (3) 


Notemos que la integral 1 2 dada en (3) se integra en un cuadrado de lado 
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2 T como el de la Fig. ###. 



J 

y 



T 



-T 

Fig. 6.51a 



T x 


-T 




y 

R 


Fig. 6.51b 


* y 


k] y¡ 


y =y 2 ( x ) 


-w-F - 


y =yi(x) 

-4^- ! Fig.6.52 


a xi 

hi 


Tomando el límite en (3) cuando el lado del cuadrado es cada vez más 
grande tenemos 

e ~(x 2 + y2 )dA (4) 

A 


lim / 2 = lim 

T—> oo T—> oo 


3 -( a;2 +^ 2 )dA = 


-T J -T 


donde A es todo el plano xy pronto al crecer T el cuadrado llega a cubrir 
todo el plano. Pasando (4) a coordenadas polares y teniendo en cuenta 
que cuando el radio R de un círculo (como el de la Fig. ###) se hace 
cada vez más grande llega a cubrir todo el plano, entonces de (4) tenemos 


lim I 2 
T —foo 


lim 

T —xx) 



rdrdQ = 


.. _ 1 — e 

mil 27r-— 

R—> oo 2 


7 r (5) 


como: 


lim I 2 = ( lim i) = 

T —>oo \T —>oo / 




( 6 ) 


De (5) y (6) y tomando raíces cuadradas obtenemos: 



47. Mostrar el Teorema Fundamental de las integrales dobles de la página 
##■ 

Solución. Consideremos la región A de la Fig. ### limitadas interior¬ 
mente por 1a. curva y = y i ( x ) y superiormente por y = y 2 (x ). Dividamos 
los intervalos [a, b] y [c, d\ (proyecciones de A sobre los ejes x y y, respec¬ 
tivamente) en n y m partes de longitudes hi, h 2 , ..., h n y k\, k 2 , k m , 
respectivamente. 
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De cada una de dichas partes elijamos arbitrariamente los números x¿, Xj 
de tal manera que el punto ( Xi,yj) se encuentre en el rectángulo de lados 
hi y ki y de área A.¿j. Ahora formemos la suma: 

j—m j—m 

i—n i—n 

Sn,m — ^ ' f (Xi. Vj ) Aj^j — ^ ( f (Xi, Uj) hikj (1) 
i -1 i -1 

j=i i=1 

Por una parte: 

lim S n , m = í í f (x,y) dA (2) 
n —> oo J J a 

m —> oo 

(donde el límite se toma, por supuestoo, cuando además max A¿ j —> 0; es 
decir, rriax h,¡ —» O y max kj —> 0). 

Por otra parte: manteniendo z fijo tomemos el límite en (1) cuando m —> oo 
y max kj —> 0; entones recordando la definición de una integral simple 
tenemos: 


j=m 

i—n 


2—1 
J = 1 


*='" / rV2(x) \ 

lim S n¡Tn = lim V' f(xi,yj)hikj = V' / f{x u y)dy /z¿ (3) 

l ^°° " wo ° ÍT 1 \J yi(x) ) 


Ahora, tomando el límite en (3) cuando n —> oo y max hi —> 0 tenemos 


lim lim SU. m = 


n—»oo m—>oo 


rb / í-y 2 (a;) \ 

/ / f(xi,y)dy dx (4) 

j a \J yi(x) ) 


Si / es integrable en A, el límite (2) existe y, por tanto, es el mismo que 
el límite (4). Es decir 


/ b / r-V 2 (x) \ rb ry 2 O) 

/ f (xi,y)dy\ dx = / / f(xi,y)dydx 

a \J yi(x) ) J a J yi(x) 

Si la región A es como en la Fig. ### se procede similarmente. 

Nota. En parte o totalmente, algún rectángulo de lados h t y kj puede 
estar fuera de la región A. Este detalle se salva definiendo / (x, y) = 0 
para los puntos (x, y) de dichas partes fuera de A. Por otra parte, si las 
curvas que limitan A no son como en la Fig. ### (ó ###) se puede 
dividir la región A en subregiones Ai, A 2 , ..., que sean de la forma deseada 
y la suma de las integrales sobre Ai, A 2 da la integral sobre A. 

48. Justificar la Fórmula del Cambio de Variables para integrales dobles. 
Solución. Supongamos que el cambio de variables está dado por x = (u, v), 
y = (u, v) que define una función g del plano uv al plano xy. Sea (u, v ) 
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un punto del plano uv cuya imagen en el plano xy es (x, y); consideremos 
un pequeño rectángulo de área R de dimensiones A u y Av con vértice 
en (u,v) con el de la Fig. ###. En general, la imágen del rectángulo 
de área R del plano uv es un paralelogramo curvilíneo del plano xy de 
área R. Emplearemos la derivada de la transformación g para calcular 
aproximadamente el área R. Como A u y Av son pequeños, de la definición 
de derivada tenemos: 


9 


u + A u 
v 


9 


u 

v + Av 



A u 
0 


0 

Au 


dx 



L du J 

[ dx ~\ 



L dv J 


(1) 

( 2 ) 


Entonces, de (1) y (2) vemos que la imágen del rectángulo en el plano uv 
es aproximadamente un paralelogramo en el plano xy con vértice en (x, y) 
y de lados 


/dx dy\ 
\i du du) 


Au 


í dx d y\ 
\dv'dv) 


Av 


El área R es aproximadamente igual al área de este paralelogramo; es 
decir: 


R 


ídx dy\ 

\<9Ü’ ~dii J 


Au x 


í dx dy\ 
[jLv'&v) 


Av 


d (x, y) 

AuAv = 

d (x, y) 

d (u, v) 


d (u, v) 


R 


dx dy 
du dv 


dx dy 
dv du 


AuAv = 


v 


y 


x=x(u,v) 
y =y (u, v > 


g 


(u.v) 


Fig. 6.53 




3 


(x,y) 


X 


Notemos que (3) dice que el jacobiano (es decir, su valor absoluto) es un 
"factor de proporcionalidad” de áreas. Ahora, si la imágen en la región A 
del plano uv es la región A del plano xy por medio del cambio de variables; 
entonces una división de A en n partes de áreas Ai, A 2 , ..., A n produce 
una división de A en n partes de áreas A\, A 2 , A n respectivamente 
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(Fig.. ###). Por tanto, de la definición de la integral doble de / (. x,y ) 
en la región considerando (3), obtenemos: 


f{x.y)dA = lim [f(x 1 ,y 1 )A 1 +... +f(x n ,y n )] 

n—> oo 

\d{x,y) 


= lim 




d{u,v) 
(u,v),y(u,v)) 


A\ -F ... ~\~ f (x ni y r i ) 
dA 


d (x, y) 


d (it, v) 


A r 


d{x,y) 
d (u, v) 



INTEGRALES TRIPLES 


49. Dividiendo en cuatro partes la región V limitada por los planos x = 4, 
y = 2, z = 4 y los planos coordenados, calcular aproximadamente el valor 
de la integral triple. 



y + z) dV 



J 

iy 







Vs 

V4 

* 





/ 


/ 

/ 









Vi 





■< 



/ 


/ 

x 




/ 




V 2 



Fig. 6.55 


Solución. Dividamos la región V tal como se muestra en la Fig. ### 
y de cada pedazo elijamos un punto. Sean Pi = (1,1,1), P 2 = (3,1,1), 
P 3 = (1,1,3) y P 4 = (3,1,3) los puntos tomados de los pedazos Vi, V 2 , V 3 
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y V 4 , respectivamente. Como el volumen de cada pedazo es 8 , tenemos: 


v 


(■ x-y + z)dV ~ / (%i,yi, zi) Vi + ... + / (xí, í/ 4 , Z 4 ) V¡ 

= (1 - 1 + 1) 8 + (3 - 1 + 1) 8 + (1 - 1 + 3) 8 + (3 - 1 + 3) 8 = 


CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES 

En los ejercicios 49 - 53 se calculan integrales tres veces iteradas. 


m 3 p 1 p 2 pl p 2 pl 

dzdxdy = / / z\¿ dxdy — I / (3 — 2) dxdy = / x\l dy 

( 2 J oJ 1 J 0 J 1 V 0 

í ( 2 -l)dx = l 

J o 


/»1 nl — X n2 — X ni nl — X ni nl — X 

¡I / dzdydx = / / z|q x dydx = / / (2 — x) dydx 

J o J o J J o J o J o J o 

í (2 - x) y\l~ x dx 
J o i 

= í (2 — x) (1 — x) dx = í (2 — 3x + x 2 ) dx = |. 

Jo Jo 


p 1 /* 1 —x 


pl px pxy p 1 px 

52. / / / dzdydx = / 

J 0 J^ x 2 J 0 J 0 J x 2 

\{ (x 3 -x 5 )dx= 

J 0 


= dydx = 


xydydx = / a: ^r- 


0 ./ ir 2 


dcc = 


- ^ /»COS 0 


53. 


sin 2 0 dp d(¡) dO = 


• 2 1 CO® (p 7 / 7/) 

p sin 0 n dcpdo 


sin 2 0 eos (j)d(l)d 0 = 


o J o J o 

nTT 

I sin 3 </> 

/ . 


^=1 


V? 

4 


0 j 0 

> _ \/2 /3|7T _ V 2 


0 J 0 


^=^ 0=12 


7T. 


/*1 py/2x—x 2 pl — x pl pyj 2x—x 2 pl py/ 2x—x 2 

54. / / / dzdydx = / / x dydx = / / (1 — x) dydx = 

J o J o Jo J o J o J o J o 

= í (1 — x) y\^ 2x x dx = í (1 — x) y/2x — x 2 dx = ^ ( 2 x — x 2 )" 

i o J o 

1 

3’ 


\ 3/2 


0 


En slos ejercicios 54 - 71 se calculan volúmenes de regiones sólidas. 


55. Calcular el volumen del tetraedro limitado por x + 7 / + z = aylos planos 
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coordenados. 


Fig. 6.56a 





z 

z 

a 



Fig. 6.58a 


il_ 


Fig. 6.57a 

x =y 

x+3y+z=4 



a y 

/ 




r x 


Fig. 6.56Ü 


z z=4 


x+y -z=0 


(1,1,0) 


' x 


Fig. 6.57b 


y=x 

( 1 , 1 ) 

x+3y=4 


x+y-4=0 


Fig. 6.58b 


Solución. Primeramente integramos con respecto de z desde el plano que 
limita interiormente z = 0, hasta el plano z = a — x — y (ec. obtenida 
de x + y + z = a) que limita superiormente al tetraedro, Fig. $=##.Con 
respecto de las otras variables integramos en la proyección sobre el plan 
xy: 


x + y + z = a 
z = 0 
x = 0 
y = o 


x + y = a 

x = 0 triángulo 
y = 0 


Como la proyección (Fig. ###) está limitada interiormente por la recta 
y = 0 y superiormente por y = a—x (ec. obtenida de x+y = a) integramos 
con respecto de y entre estos límites. Con respecto de x integramos en la 
proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = a. Por tanto, el 
volumen del tetraedro es: 


V 



pa—x—y 


dzdydx = 


o J o 


(z — x — y) dydx 



r 

2 


a—x 




x) 2 dx 


1 

2C5 


(a 



6 


Nota. Ya sabemos que el volumen de un cubo de lado a es a 3 ; este 
ejercicio establece que el volumen de un tetraedro de lado a es la tercera 
parte que el del cubo. 


56. Hallar el volumen del sólido limitado por los planos x = y, x + 3y + z = 4, 

y = 0 , 2 = 0 . 

Solución. Primeramente integramos con respecto de z desde el plano que 
limita interiormente z = 0, hasta el plano z = 4 — x — 3y (ec. obtenida 
de x + 3y + z = 4) que limita superiormente al sólido (Fig. ###). Con 
respecto de las otras variables integramos en la proyección sobre el plano 
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xy: 


x + 3y + z = a 
z = O 
x = O 

y = o 


x + 3y = 4 

x = y triángulo 

y = 0 


Como la proyección está limitada por la izquierda por la recta x = y (Fig. 
###) Y P or I a derecha por la recta x = 4—3 y (ec. obtenida de x+3y = 4); 
entonces integramos con respecto de x entre estos límites. Con respecto 
de y integramos en la proyección sobre el eje y que va desde y = 0 hasta 
y = 1. Por tanto, el volumen pedido es: 


V = 


1 p4—3y p4—x—3y rl r4-3y 

/ dzdxdy = / (4 — x — 3 y) dxdy 

0 J y Jo J 0 J y 


/ I ,2 4—3 y . ~ 1 

(4 — 3y) x — dy = - / (4 - 3 yf dy 

0 Z y ¿Jo 


1 (4-Zyf' 7 


2-3-3 


57. Hallar el volumen encerrado por x+y—z = 0, z = 4 y los planos cordenados 
x = 0. 

Solución. Primeramente integramos con respecto de z desde el plano que 
limita al sólido interiormente z = x + y (ec. obtenida de x + y — z = 0) 
hasta el plano z = 4 que lo limita superiormente. 

Con respecto a las otras variables integramos en la proyección sobre el 
plano xy: 

Como la proyección (Fig. está limitada interiormente por la recta 

y = 0 y superiormente por y = 4 — x (ec. obtenida de x + y — 4 = 0); 
entonces integramos con respecto de y entre estos límites. Con respecto 
de x integramos en la proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta 
x = 4. Por tanto, el volumen pedido es: 


V = 


4 p4—x /»4 


dzdydx 


o J o 


x+y 


«4 n4—x 

/ / (4 - x - y) dydx 

J 0 J o 



x)y 


r 

2 


32 

y 


o 
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Solución. Conviene pasar a coordenadas cilindricas (ver pag. ##), x = 
reos 9, y = rsiní?, z = z; entonces 

z = x 2 + y 2 se transforma en z = r 2 

x 2 + y 2 = 4 se transforma en r = 2 

z = 0 se transforma en z = 0 


El jacobiano de la transformación es: 


d (x, y, z) 
d(r,e,z ) 


cosí? —rsiní? 0 
sin 9 r eos 9 0 

0 0 1 


= r (eos 2 9 + sin 2 6 ) = r 


Ahora, primeramente integramos con respecto de z desde el plano que 
lo limita interiormente z = 0 hasta el paraboloide z = r 2 que lo limita 
superiormente (Fig. ###). 

Con respecto a las otras variables integramos sobre la proyección en el 
plano xy. 



r = 0 origen del plano xy 
r = 2 circunferencia de radio 2 


En la proyección (6.58b) integramos con respecto de r desde el origen 
r = 0 hasta la circunferencia r = 2. Para cubrir todo el círculo el ángulo 
9 debe variar desde 9 = 0 hasta 9 = 2n. 

/ 2-7T /*2 /*r 2 /*27r /*2 /*27 t 4 2 ^27r 

/ / rdzdrd.9 = / r 3 drd9 = — d9 = 4 / d9 = Su 

o J o J o J o J o *?o4 0 i o 


59. Hallar el volumen encerrado por az = a 2 — x 2 — y 2 , z = 0. 

Solución. Conviene pasar a coordenadas cilindricas. Entonces: Primera¬ 
mente integramos con respecto de z desde el plano z = 0 hasta el paraboloide 
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z = a -(ecuación obtenida de (##)). 

Con respecto a las otras variables integramos en la proyección sobre el 
plano xy: 


az = a 2 — r 2 0 = a 2 — r 2 . . 

_ => „ circunterencia 

z = 0 r = 2 

Para cubrir el círculo de la proyección (6.59b) integramos con respecto de 
r desde el origen r = 0 hasta la circunferencia r = a; y el ángulo 0 varía 
desde 0 = 0 hasta 9 = 2i r. 

Por tanto, teniendo en cuenta el jacobiano de la transformación (ejercicio 
57), el volumen pedido es: 



o 


60. Hallar el volumen encerrado por x 2 + y 2 + z 2 = R 2 . 

Solución. Conviene pasar a coordenadas esféricas (ver página ##). 

x = p eos 9 sin <¡> ; y = p sin 9 sin <fi ; z = p eos <¡> 

entonces 

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 => p = R 

El jacobiano de la transformación es 

cos0sin()> —p sin 6 sin <p pcosOcoscj) 
sin 9 sin (j> p eos 9 sin <j> p sin 9 eos </> 
eos (f> 0 — psincj) 

y su valor absoluto es: p 2 sin </> (notemos que <f> debe tomarse entre </> = 0 
y <[> = ir. para cjue sin </> > 0 y el valor absoluto del jacobiano sea no 
negativo). 

Calcularemos el volumen de la porción que está en el primer octante y lo 
multiplicaremos por 8 para obtener el volumen de la esfera. Para cubrir 
dicho volumen (Fig. ###) p varía desde p = 0 hasta p = i?; el ángulo </> 

7r 7T 

varía desde d> = 0 hasta ó = — y el 9 varía desde 0 = 0 hasta 0 = —. Por 

2 2 

tanto, teniendo en cuenta el jacobiano de la transformación, el volumen 


= —p 2 sin (j> 
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de la esfera es 


7 r 7r 

2 2 R 


7r 7T 
2 2 


V = 


p Á sin <j> dp d(j) dO = 8 / / — sin ( 

o 


8i? 3 


0 0 0 
7T 
2 


= ^ / (-cos^)lo 72 d(9 = / de = 6\l /¿ = J'kR 


8 R 3 


0 o 

7T 

2 


7T 7T 
2 2 


8i? 3 


o d3 

d(j> dO = — JJ sin </> d(¡) dO 

o o 


, 1^/2 


61. Hallar el volumen encerrado entre las esferas cc 2 +y 2 +2 2 = 9, x 2 +y 2 +z 2 = 
4. 



Solución. Conviene pasar a coordenadas esféricas. Entonces 

x 2 + y 2 + z 2 = 9 => p = 3 
x 2 + y 2 + z 2 — 9 =>■ p = 2 


Por la simetría, vamos a calcular el volumen de la porción del primer 
octante y lo multiplicaremos por 8. Para cubrir dicho volumen p varía 
desde la esfera p = 2 hasta la esfera p = 3, <f> varía desde 0 = 0 hasta 

7r 7T 

0 = — y 9 varía desde 0 = 0 hasta 9 — —. Por tanto, el volumen pedido 


es: 


V 


7r 7r 

2 2 3 



sin 0 dp d(¡) dO 


0 0 2 



7T 7T 



0 o 


3 

d(¡) dO 

2 


7T 7T 
2 2 


3 (27 - 8) i i sin <f> d(¡> dd 


o o 


Nota. Aplicando el ejercicio 59, el volumen pedido es la diferencia del 
volumen de la esfera de radio 3 menos el volumen de la esfera de radio 2: 


y= r (3)3 ~r (2)3 


76 

y 


7T 
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9 2 2 

¿o 7/ Z* 

62. Hallar el volumen de la elipse —^ H —w = 1 (a > 0, 6 > 0, c > 0). 

cr 

x y z 

Solución. Previamente conviene efectuar el cambio — = u, — = v, — = w. 

abe 

El jacobiano de la transformación es 


d(x,y,z ) 
d (u, v, w) 


a 0 0 
0 6 0 
0 0c 


= abe 


Ahora conviene pasar a coordenadas esféricas, el jacobiano correspondi¬ 
ente es p 2 sm(j). Entonces 

2 2 2 

X y Z 9 9 9-, ^ X 

+ 777 + ^- = 1 => u 2 +v 2 + z 2 = 1 => p = 1 (esfera) 
a z b z c z 

Por tanto, integrando sobre la porción del primer octante (Fig. ###) y 
considerando los jacobianos de las dos transformaciones, el volumen del 
elipsoide es 


7T 7T 
2 2 


y = 8 


7T 7T 
2 2 


abep 2 sin c¡) dp d(¡) dO = V = 8a6c 


p 2 sin (¡) dp d(f> dO = 


ooo ooo 

La última integral se obtiene el ejercicio 59 con R = 1; o integrando 
simplemente. 

63. Hallar el volumen limitado, por los cilindros x 2 + y 2 — 4, x 2 + z 2 = 4. 


1 

jl 

X2+V 

2=4 





X2+Z 

2=‘ 


X 


r z 1 

y 

X2+y 2=4 


X 


Solución. Por la simetría, vamos a calcular solamente el volumen de la 
porción del primer octante y lo multiplicaremos por 8 para obtener el vol¬ 
umen pedido. Aparentemente deberíamos pasar a coordenadas cilindricas, 
sin embargo, en este caso es más conveniente calcular con las coordenadas 
cartesianas dadas. Primero integramos con respecto de z desde el plano 
z = 0 hasta el cilindro z = x /4 — x 2 (ec. obtenida de x 2 + z 2 =4). De 


col ^ 
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la Fig. ###, la proyección sobre el plano xy es la porción del primer 
cuadrante limitada por (Fig. ###) 

x 2 +y 2 = 4 

Entonces, con respecto de y integramos desde la recta y — 0 hasta la 
curva y = \/4 — x 2 (ec. obtenida de x 2 + y 2 = 4) y con respecto de x en 
la proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta x = 2. Por tanto, 


V 




0 0 o 


64. Calcular el volumen limitado por x 2 + y 2 = 4, x 2 + y 2 = 2 z 2 , z = 0. 



Solución. Conviene pasar a coordenadas cilindricas. Entonces 

x 2 + y 2 = 4 =>■ r = 2 

x 2 + y 2 = 2 z 2 =>■ r = \¡2z 


Por la simetría, vamos a calcular solamente el volumen de la porción del 
primer octante y lo multiplicaremos por 4 para obtener el volumen pedido. 


Primeramente integramos con respecto de z desde el plano 2 = 0 hasta 

el cono 2 = —j= (ecuación obtenida de r = \¡2z). De la Fig. ###, la 
v2 

proyección sobre el plano xy es la porción del primer cuadrante limitada 


por r = 2 (ó x 2 + y 2 = 4); entonces integramos con respecto de r desde 


el origen r = 0 hasta la circunferencia r = 2. Para cubrir la porción del 

7r 

primer cuadrante 0 varía desde 0 = 0 hasta 9 = —. (Fig. ###). Por 
tanto, teniendo en cueta el jacobiano de la transformación, el volumen 
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pedido es: 


V" 


/ 7T / 4 /»2 

/ V2r 2 drd9 = 4 
o Jo 



32 v / 2 

3 


tt/2 


16-\/2 



2 

dé» 

o 


65. Hallar el volumen limitado por x 2 + y 2 = a 2 , z = 0, z = x. 

Solución. Aunque al pasar a coordenadas cilindricas la ecuación de un 
plano no se simplifica, en este caso preferimos pasar a tales coordenadas. 
Entonces 

x 2 + y 2 = a 2 => r = a 
z = x => z = r eos 9 

z = 0 => z = 0 

Por la simetría, vamos a calcular el volumen de la porción que está en el 
primer octante (Fig. ###) y lo multiplicaremos por 2 (pues se presenta el 
mismo volumen a la izquierda) para obtener el volumen pedido. Primero 
integramos con respecto de z desde el plano z = 0 hasta el plano z = 
rcosd. De la Fig. ###, la proyección sore el plano xy es la región del 
primer cuadrante limitada por r = a (ó x 2 + y 2 = a 2 ). Con respecto de 
r integramos desde el origen r = 0 hasta la circunferencia r = a y para 
ubrir la porción del primer cuadrante el ángulo 9 debe variar desde 9 = 0 

7r 

hasta 9 = — (Fig. ###). Por tanto, teniendo en cuenta el jacobiano de 
la transformación, el volumen pedido es: 


t /2 


na pr cose 


t /2 


V = 2 


3° 


rdzdrd9 = 2 


OJ o 


r 2 eos 9drd9 = 22 
o Jo 


r*/ 2 r-3 


— eos 9 

ó 


d9 


ri r / 2 


Z o 

eos 9d9 = -a sin0 


r/2 


3 a 


66. Calcular el volumen limitado por x 2 + y 2 = z, x 2 + y 2 — y = 0, z = 0. 
Solución. Debido a la presencia de x 2 +y 2 en las ecuaciones dadas, conviene 
pasar a coordenadas cilindricas. Entonces 

x 2 + y 2 — z => z = r 2 
x 2 + y 2 — y = 0 => r = sin 9 
z = 0 => z = 0 

Por la simetría, calcularemos solamente el volumen de la porción del 
primer octante y lo multiplicaremos por 2 para obtener el volumen pe¬ 
dido (figura 6.66a). Primero integramos con respecto de z desde el plano 
z = 0 hasta el paraboloide z = r 2 . De la figura 6.66a, la proyección sobre 
el plano xy es la porción del primer cuadrante limitada por r = sin 9 (ó 
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x 2 + y 2 — y = 0). Integramos con respecto de r desde el origen r = 0 hasta 
la circunferencia r = sin0; y el ángulo 9 debe variar desde 0 = 0 hasta 

7T 

9 = — para cubrir la porción del primer cuadrante (figura 6.66b). Por 

tanto, teniendo en cuenta el jacobiano de la transformación, el volumen 
pedido es 


/ 7r/2 /‘Sin 9 /-r 2 ,*7r/2 /*sin£ /*7r/2 r 4 s ^ n ^ i /*7r/2 

/ / rdzdrd9 = 2 / / r 3 drd9 = — d9 = - sin 4 9d9 

o J o J o J o J o J o ^ o 2 J o 

1/30 sin 20 sin 40 \ ’ r ^ 2 37T 

2 \~8~ 4~ + 32 y 0 = 32 



Solución. No conviene integrar en coordenadas cartesianas, los cálculo se 
simplifican considerablemente pasando a coordenadas cilíndrias. Entones 

x 2 + y 2 = 16 => r = 4 (1) 

y 2 + 4z = 16 => r 2 sin 2 0 + 4¿: = 16 (2) 

2 = 0 =>2 = 0 (3) 

Por simetría, calcularemos solamente el volumen de la porción del primer 
octante (figura 6.67a) y lo multiplicaremos por 4. 

Integramos primeramente con respecto de z desde el plano 2 = 0 hasta 
t 2 sin 0 

el paraboloide 2 = 4 -—— (ecuacióm obtenida de (2)). De la figura 

6.67a, la proyección sobre el plano xy es la porción del primer cuadrante 
limitada por r = 4 (ó x 2 + y 2 = 16). Entonces integramos con respecto de 
r desde el origen r = 0 hasta la circunferencia r = 4 y el ángulo 0 varía 

7r 

desde 0 = 0 hasta 0 = — para cubrir la porción del primer cuadrante figura 
6.67b). Por tanto, teniendo en cuenta el jacobiano de la transformación, 
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el volumen pedido es 


V 


7r/2 /*4 />4—r 2 sin 2 0/A 


0 

r ir/2 


r*/ 2 


rdzdrdd = 4 


OJ o 


4r-— sin 2 9 drdO = 4 


r 71 '/ 2 


/ 7T/Z 

(32 - 16 sin 2 0) d9 = 4 (320 -80 + 4 sin 20) |g /2 = 48 tt 

0 


2r ~l+ ¡ 


68. Hallar el volumen encerrado por z 2 = y, a; 2 + 9y — 9 = 0. 

Solución. Por la simetría, calcularemos el volumen de la porción que está 
en el primer octante (figura 6.68a) y lo multiplicaremos por 4 para obtener 
el volumen pedido. Primeramente integramos con respecto de z desde el 
plano z = 0 hasta la superficie z = y/y (ec. obtenida de 2 2 = y). De 
la figura 6.68a, la proyección sore el plano xy es la porción del primer 
cuadrante limitada por x 2 + 9y — 9 = 0. Entonces integramos con respecto 

9 — x ^ 

de y desde la recta y = 0 hasta la parábola y = —-— (ecuación obtenida 

de x 2 + 9y — 9 = 0); y con respecto de x en la proyección sobre el eje x que 
va desde x = 0 hasta x = 3 (figura 6.68b). Por tanto, el volumen pedido 
es: 



Nota. Notemos que en este ejercicio no conviene efectuar ningún cambio 
de variable. Ver ejercicio 62. 

69. Hallar el volumen de la región limitada por 4x + 3y = 12, x 2 + z = 4, 
x = 0, y = 0, 2 = 0. 

Solución. Toda la región está ubicada en el primer cuadrante (Figura 
6.69a). Primeramente integramos con respecto de z desde el plano 2 = 0 
hasta la superficie 2 = 4 — x 2 (ec. obtenida de x 2 + z = 4). La proyección 
sobre el plano xy se obtiene eliminando 2 del sistema: 


4x + 3y = 12 

=> 

4x + 3y = 12 

(1) 

X 2 + 2 = 4 

=> 

x = 2 (de x 2 = 4) 

(2) 

x = 0 

=> 

x = 0 

(3) 

O o 

II II 

=> 

y = o 

(4) 


Notemos que en (2) de x 2 = 4 se tiene las rectas x = 2, x = —2, pero 
solamente consideramos x = 2 por estar la proyección en el primer cuad¬ 
rante. La proyección también se puede obtener observando la figura 6.69a. 
Entonces, con respecto de y integramos desde la recta y = 0 hasta la recta 
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ry = 4 — —; y con respecto de x en la proyección sobre el eje x que va 
desde x = 0 hasta x = 2. (figura 6.69b). Por tanto, el volumen pedido es 


2 4 ~ 3 * 4- x 2 


. 4 

2 4— 3 a 


V = J J í *** = / / = j (4-*’)(4-tr)«¡* 


0 0 0 
2 


0 0 


0 


4 .3 ,2 16 


-ar — 4x —— x + 16 I dx = —--- -x + 16x 


x 4 4x 3 8 


= 16 


70. Resolver el ejercicio 68 proyectando la región sobre el plano coordenado 

xz. 



Fig. '6.70c 



Solución. Integramos primero con respecto de y desde el plano y = 0 

4x 

hasta el plano y = 4-—, ec. obtenida de 4x + 3y = 12 (ver figura 

O 

6.69a). Observando la figura 6.69a, la proyección sobre el plano xz es la 
porción del primer cuadrante limitada por la parábola x 2 + z = 4 (figura 
6.69c). Entonces integramos con respecto de z desde la recta z = 0 hasta 
la parábola z = 4 — x 2 y con respecto de x en la proyección sobre el eje x 
que va desde x = 0 hasta x = 2. Por tanto, 



Nota. Notemos que en este caso es más conveniente proyectar sobre el 
plano xz (ejercicio 69), pues dicha proyección se obtiene más fácilmente 
que proyectando sobre el plano xy (ejercicio 68). 

71. Calcular el volumen limitado por z = x, z = x 2 , x 2 + y 2 = 1. 

Solución. Por la simetría, vamos a calcular solamente el volumen de la 
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porción que está en el primer octante (figura 6.70a) y lo multiplicaremos 
por 2 (pues, a la izquierda se presenta un volumen igual) para obtener el 
volumen pedido. Primeramente integraremos con respecto de z desde la 
superficie z = x 2 hasta el plano z = x. De la figura 6.70a, la proyección 
sobre el plano xy es la porción del primer cuadrante limitada por x 2 + y 2 = 
1 (figura 6.70b). Entonces con respecto de y integramos desde la recta 
y = 0 hasta y = \Jl — x 2 (ecuación obtenida de x 2 + y 2 = 1) y con 
respecto de x en la proyección sobre el eje x que va desde x = 0 hasta 
x = 1. Por tanto, el volumen pedido es 



o 


/ 1 7T \ 2 7 r 

\3 16/ = 3 8 



Solución. El volumen es de forma ovoide, con la parte superior más grande 
que la inferior (figura 6.71a). 

Primeramente integramos con respecto de z desde el paraboloide. 2 = 
1 ~ x ~ iy (ecuación obtenida de x 2 + 4 y 2 — 4z = 1) hasta el paraboloide 
2 = 1 — x 2 — 4 y 2 (ec. obtenida de x 2 + 4 y 2 + 2 = 1). De la figura 6.71a, 
la proyección sobre el plano xy obtenemos haciendo 2 = 0. 


x 2 + 4 y 2 +2 = 1 
x 2 + 4 y 2 — 42 = 1 


=> x 2 + 4y 2 = 1 


(1) 


Entonces con respecto de a; y de y debemos integrar en la elipse A (figura 
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6.71b). Entonces 

r r rí-x 2 -4y 2 r r r 

V = / / / dzdxdy = - / / (l — a; 2 — 4y 2 ) dxdy (2) 

aJJ (i_ a; 2_4j / 2)/4 I J J A 

Para calcular (2) conviene hacer el cambio u = x, v = 2y, para transformar 
la elipse en una circunferencia (figura 6.71c): 

a- 2 + 4y 2 = 1 => u 2 +v 2 = 1 (3) 

Del ejercicio 35, el jacobiano de esta transformación es —. Para integrar 

sobre esta circunferencia pasamos a coordenadas polares (cuyo jacobiano 
es r) e integramos desde el origen r — 0, hasta la circunferencia r = 1 
(ec. obtenida de (3)), variando 6 desde 6 = 0 hasta 6 = 2tt. Por tanto, 
retomando (2) tenemos: 


2 7T 1 



MASAS, MOMENTO, CENTRO DE GRAVEDAD, CENTROIDE 
DE REGIONES SOLIDAS 


73. Hallar el centroide de la región del primer octante limitada por 2x+2y+z = 
4. 

Solución. Antes que nada, notemos que por la simetría tenemos x = y. 
Por otra parte, 


momento despecto al plano yz 
masa total 



(1) 


Como 



2 2—x 4:—2y—2x 

xdzdydx 

0 0 o 
J x (2 — x ) 2 dx = - 



2 2-x 


J J (2 — 2 y — 2 x) dydx 


o o 



x) xy — xy 2 


2 

o 


dx 


o 


( 2 ) 
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2 2—x 4—2y—2x 


dV = 


J j J dzdydx = J j (4 — 2 y — 2x) dydx = J J 2 (2 — x) y — y 2 x dx 

0 0 0 0 0 0 0 

2 

J (2 - x) 2 dx=^ (3) 


Entonces, de (1), (2), (3) obtenemos: 


— 3 1 

T = — = — 

82 


Además, 


_ momento respecto al plano xy 

z = -.- 

masa total 


y como 


2 j-2-x j‘4—2y—2x r 2 i-2-x ^2 4-2y-2a: ^ 

/ / zdzdydx = / / — dydx = - 

0 J 0 J 0 J n J n ¿ n ¿ 


(4-2 j 


1 r 2 i 2— * \ I 2 2 

-(4 — 2y — 2x ) 3 dx = — / 8 (2 — a:) dx — - (5) 

2 J o 2 • 3 V y ; n 12 J o V ; 3 W 


Entonces, de (3), (4), (5), obtenemos: 


^ 2/3 _ 1 

2 ~ 8/3 " 4 


Por tanto, el centroide (x, y, z) está dado por x = y = —, z = —. 


74. Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de radio a y 
altura h con respecto a su eje, si la densidad es proporcional a su distancia 
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Solución. Consideremos el cilindro limitado por x 2 + y 2 = a 2 , z = 0, 
z = h (figura 6.73). La distancia al eje del cilindro (el eje z) es d = 
y/x 2 + y 2 y, por tanto, la densidad es <5 = ky/x 2 + y 2 , donde k =cte. de 
proporcionalidad. El momento de inercia con respecto al eje z es 


h 



{x,y,z)5(x,y,z) dV 



calculamos esta integral pasando a coordenadas cilíndrias: 


n2lT na nh 


I, = k 


r 3 rdzdrd0 = k 


r 2?r r 5 

hr 4 drdd = kh — 


Jo J o J o 

Nota. La masa del cuerpo es: 


o^o 


d9 = 


kh 5|2Wjú 2, 5 

— / a b dO =-knha ü 
5 ./ n lu 5 


M = 

Entonces, 


5(x,y,z)dV = 


v 


k\J x 2 + y 2 dV = -kirha 3 . 
v 3 


I z = -Ma 2 
5 


75. Hallar el centro de gravedad de una cúpula hemisférica de radio exterior a 
y radio interior b , si la densidad es proporcional al cuadrado de la distancia 
a la base. Discutir el caso a = b. 

Solución. Consideremos la cúpula limitada por x 2 +y 2 +z 2 = a 2 , x 2 +y 2 + 
z 2 = b 2 , z > 0, a > b (figura 6.74). Como la distancia al plano xy es z, 
la densidad en el punto (x, y, z) es 5 (x, y, z) = kz 2 , donde k constante de 
proporcionalidad. Por la simetría con respecto al eje z, tenemos x = y = 0. 
Por otra parte 


z5 (x, y, z) dV 



6 ( x,y,z ) dV 


z = 


(1) 
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Utilizando coordenadas esféricas para calcular el numerador de (1) ten¬ 
emos 


v 


/2 /•tt/2 n 6 

— eos 0 sin 
6 


o 


/ 7T / Z />7T/Z fCL /»7T/Z /* 

/ / /cp 2 eos 3 4>p 2 sin (j)dpd(pdO = 4 k l 

o J o J b J o J 

= | (a 6 — i. 0 ) f ' J ' COS 3 Sin tpd0de= ? it (a s - ¡> 8 ) J ' 7 

= (2) 

calculamos el denominador: 

S(x,y,z)dV = 

= Ak 

= ¡Ha 5 -b 5 )f 

De (1), (2) y (3) tenemos: 


y 


fc2 2 dF = 4 


t/2 />7t/ 2 /*7ra 


/cp 2 eos 2 p 2 sin <j>dpd(¡)dO 


v 


o 


o 


t/2 /” r/2 p 5 

/ — eos 2 (/> sin ( 

5 


o Jo 


4 / >7r / 2 c*'/ 2 

d<(>dd = - (a 5 — fe 5 ) / / eos 2 sin^d 

■ J J o J o 


t/2 


eos 3 <¡) 


o jo 

tt/2 


4 /‘ 7r / z 2 

dd = -k (a 5 — fe 5 ) / dd = — fc7r (a 5 — 

5 Jo 15 


kir 


i(“ 6 ^ 6 ) 5 a 5 -, 


z = 


0fc7r(a 5 -fe 5 ) 8 “ 5 b5 

lo 


Por tanto, el centro de gravedad (x, y , 2) está dado por 

5 a 6 - fe 6 


x = y, z = 


8 a 5 - fe 5 


Ahora, consideremos el caso a = b: Si el espesor de la cúpula va dismin¬ 
uyendo (por ejemplo con fe -4 a), en el límite (es decir, a = fe) obtenemos 
teóricamente una lámina cupular de radio a. En este caso, el centro de 
gravedad (x, y, z) está dado por x = 0, y = 0. La coordenada z es 

5 a 6 —fe 6 ,.5 (a - fe) (a 2 + afo + fe 2 ) (a 3 + fe 3 ) 
b—sa 8 a 5 — fe 5 b —>a8 (a — fe) (a 4 + a 3 fe + a 2 b 2 + ab 3 + fe 4 ) 

5 (a 2 + afe + fe 2 ) (a 3 + fe 3 ) 5 6a 5 3 

b^a8 (a 4 + a 3 fe + a 2 fe 2 + afe 3 + fe 4 ) 8 5a 4 4 


6.6 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Sea A el rectángulo con vértices (—1,0), (1,0), (1,2), (—1,2), calcular 
aproximadamente el valor de la integral 



(l + x 2 y) dA 
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a) Dividiendo A en dos partes, b) dividiendo A en cuatro partes. 

2. Sea A el triángulo limitado por x = 0, y = 0, z + y = 1] calcular aproxi¬ 
madamente el valor de la integral 



+y2 )dA 


INTEGRALES ITERADAS 

Calcular. 




CALCULO DE INTEGRALES DOBLES 

Calcular: 


9. 



dxdy, siendo A el rectángulo limitado por x = 0, x = 2, y = 0, 


10 . 

11 . 


ydxdy, si A es el triángulo limitado por y = x, x + y = 2, x = 0. 


xydxdy, donde A es el cuadrilátero limitado por x + y = 1, x + y = 3, 


y = 0, y = 1. 


12 . 

13. 

14. 



(1 + 2x) dxdy, donde A es la región limitada por y — x 2 , x = y. 

{x 2 + y) dxdy, donde A es la región limitada por y = x 2 , x = y 3 . 
y 2 dxdy, donde A es la región del primer cuadrante limitada por 


xy = 4, x = y, y = x - 1. 



248 


CHAPTER 6. INTEGRALES MULTIPLES 


15. JJ e x+v dxdy, donde A es la región M + \v\ < i- 


16. 


dxdy . 

, donde A es el circulo de radio a y tangente a ios ejes 

A v2a — a; 

coordenados que se encuentran en el primer cuadrante. 

CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION 

Grafiar la región de integración e invertir el orden de integración. 

ni rx 


17. 


/ f (x, y) dxdy. 

J o J o 

/»e Anx 

18. J J f (x, y) dxdy. 

t-2 r-ly 

19. / / / (x, y) dxdy. 

J oJ y 2 

pl pl—x 2 

dydx. 


20 . 


21. 


22 . 


1 J -Vi-2 

2 ¡>\/2x—x 


1 J 2—x 


f2—x 


-6 J (x 2 -4)/4 


/ (a:, 2/) ¿Ma;. 

/ (x, y) dydx 


3 /*3 


23. Calcular 


e 27 dydx, invirtiendo previamente el orden de integración. 


AREAS DE REGIONES PLANAS 

En los ejercicios siguientes hallar el área de la región limitada por las 
curvas dadas. 


24. 3x + 4y = 24, x = 0, y = 0. 

25. x + y = 2, 2y = x + 4, y = 0. 

26. y = x 2 + 2, y = x + 4. 

27. y 2 = 5 — x, y = x + 1. 

28. y 2 = 4 ax, y = 0, x + y = 3a. 

29. s/x + ^/y = y/a, x + y = a. 

30. y 2 = lOx + 25, y 2 = -6x + 9. 

31. y 2 — 2 — x, y 2 = 2x — 2. 

32. y = x 2 , x = y 3 . 
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33. y = x 2 , x 2 + y 2 — 2. 

34. y = \Jo? — x 2 , y = a — x. 

35. {y — x) 2 + x 2 = 1. 

36. y = x 3 — x, y = x — x 3 . 

37. y = x 2 , y = x, y = 3x. 

38. x + 3y = 3, x + 3y = 6, y = 2x, y = 2x + 1 (Sugerencia: Efectuar un 
cambio de variable). 

2 2 

x y x y 

39. + = — + t = 1 (Sugerencia: Efectuar un cambio de variable). 

a ¿ b z a b 

40. x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + y 2 = b 2 , 0 < a < b (Sugerencia: Pasar a coordenadas 
polares). 

41. y = x 3 , y = 4x 3 , x = y 3 , x = 4y 3 (Sugerencia: Efectuar un cambio de 
variable). 

42. y 2 = ax , y 2 = bx, xy = c, xy = d (0 < a < b, 0 < c < d). 

43. Area encerrada por x 4 + y 4 = x 2 + y 2 . 

MASA, DENSIDAD MEDIA, CENTRO DE GRAVEDAD, CEN¬ 
TROIDE, MOMENTOS. 

44. Si A es la región limitada por y = x 2 , y = 0, x = 1 y la densidad es 
S (x, y) = x, hallar: a) La masa, b) la densidad media, c) el centro de 
gravedad, d) los momentos con respecto a los ejes x e y, e) los segundos 
momentos con respecto a los ejes x e y, f) el momento polar de inercia 
con respecto al origen. 

En los siguientes cuatro ejercicios hallar el centroide de cada una de las 
regiones limitadas por las curvas dadas 

45. y = x 2 , x + y = 2. 

46. y 2 = x + 3, y 2 = 5 — x. 

47. a) y = sincc, y = cosa:, 0 < x < 7r/4. b). yjx + yjy = 1, x = 0, y = 0. 

48. Una lámina delgada está limitada por el arco de parábola y = 2x — x 2 y 
el intervalo 0 < x < 2. Determinar su masa si la densidad en cada punto 

(x,y) es S (x,y) = ——. 

1 + x 

49. Determinar el centro de gravedad de una lámina delgada rectangular 
ABCD si la densidad en todos sus puntos es igual al producto de sus 
distancias a los lados AB y AD. 

En los siguientes cuatro ejercicios calular los momentos de inercia I x e I y 
de una lámina delgada limitada por las curvas indicadas con la densidad 
5 {x, y) indicada. 
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5°- | + ¡ = 1, f+ § = h y = 0,S{x, y) = 1. 

51. (.x — R.f + (y — R) 2 = R 2 , x — 0, y = 0, 0 < x < R, 0 < y < R, 

S (x,y) = 1. 

52. xy = 1, xy = 2, y = 2x, x > 0, y > 0, S (x, y) = 1. 

53. y = e x , y = 0, 0 < x < a, 5 (x, y) = xy. 

TEOREMA DE PAPPUS. 


54. Hallar el volumen de un cono recto circular de altura h y radio basal r. 

55. Hallar el volumen del sólido obtenido al girar la elipse 4 (x — 6) 2 +9 (y — 5)" 
36 alrededor del eje a;. 

56. Hallar el volumen generado por revolución del círculo x 2 + (x — b) 2 = a 2 , 
b > a > 0 en torno al eje x. 

PROBLEMAS VARIOS DE INTEGRALES DOBLES. 

r 1 r 1 -* e — 1 

57. Mostrar que / / e v ^ x+v ^dydx = —-—. 

J o J o 2 


58. Calcular ff^ + y^éy, donde di es el paralelogramo de vértices 
(1,1), (5,2), ( 6 , 5), (2,-1) (Sugerencia: Hacer x = l + Iu + v, y = 1 +u + 


3v). 

59. Calcular 


y 


A x 2 + y 2 
segundo cuadrante. 


60. Calcular 


a (1 + y 2 + y 2 f 2 
cia: Usar la idea del ejercicio resuelto 45). 

INTEGRALES TRIPLES 


cL4, A es la porción del anillo 1 < x 2 + y 2 < 4 en el 

dA , donde A es todo el plano R 2 (Sugeren- 


1 


61. Si V es el conjunto 0 <a:< 2 , 0<y<3, l<z<2, calcular aproximada¬ 
mente la integral triple. 

r r r 

xyzdV 


CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES 
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2 r 6-2 y r-x/'l-y 2 


zdzdxdy. 


O J 2-3/ J O 


x y z 

66. Calcular el volumen del tetraedro limitado por — + + - = 1 y los planos 

abe 

coordenados. 


67. Hallar el volumen del sólido limitado por x + y = 1, x = 2 y, y = 0, 2 = 0, 
2 = 4. 


68. Hallar el volumen encerrado por x — y + 2z = 0, y = 2, x — 0, z = 0. 

69. Calcular el volumen encerrado por z = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 = a 2 , 2 = 0. 

70. Hallar el volumen del sólido limitado x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + y 2 = az 2 , 2 = 0. 

71. Calcular el volumen encerrado por los cilindros x 2 + y 2 = a 2 , y 2 + z 2 = a 2 . 

72. Calcular el volumen limitado por x 2 + y 2 = 4, 2 = 0, 2 = 2y. 

73. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 2 = x 2 + y 2 , el cilindro 
x 2 — x + y = 0, el plano z = 0, y = 0. 

74. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 2 = x 2 + y 2 y el cono 
2 = \Jx 1 + y 2 . 

75. Hallar el volumen limitado por x 2 + az = a 2 , x 2 + y 2 = a 2 , 2 = 0. 

76. Hallar el volumen limitad superiormente por x 2 + y 2 + z 2 = 1, e inferior- 
mente por 2 = \Jx 2 + y 2 . 

77. Calcular el volumen de la región limitada superiormente por x 2 + y 2 + z 2 = 

1 e interiormente por 2 = x 2 + y 2 . 

78. Calcular el volumen encerrado por z 2 + Ay — 4 = 0, x 2 = y. 

79. Hallar el volumen de la región limitada por x 2 + y = 9, x + z = 4, x = 0, 
y = 0, 2 = 0. 

80. Hallar el volumen limitado por x 2 + y 2 = 1, 2 = y, z = y 2 . 

81. Calcular el volumen encerrado entre los paraboloides x 2 + a 2 y 2 +2 = 1, 
x 2 + a 2 y 2 — 2z = 1. 

MASA. MOMENTO. CENTRO DE GRAVEDAD. CENTROIDE 
DE REGIONES SOLIDAS 

x y z 

82. Hallar el centroide de la región del primer octante limitada por — + y + — = 

abe 

1, donde a, b , c son positivos. 


83. Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de radio a y 
altura h con respecto a su eje si la densidad es proporcional a su distancia 
a la base. 
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84. 

85. 

86 . 


87. 


89. 


90. 


91. 

92. 

93. 

94. 

95. 


Hallar la masa de una esfera de radio i?, siendo la densidad en cada punto 
proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 

Hallar la masa de un cono circular de altura h y radio de la base R, siendo 
la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje. 

Hallar el centro de gravedad de un cubo de arista a, siendo la densidad 
en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres aristas adyacentes 
(ejes coordenados). 

PROBLEMAS VARIOS DE INTEGRALES TRIPLES 


Hallar el volumen encerrado por y 2 + x 2 = 4x = 8, y 2 + z 2 = 4, x = 0. 


Hallar el volumen de la región limitada por la esfera r = 2a eos </> y el cono 
(¡) = b, donde 0 < b < 7t/2. Discutir el caso b = 7t/2. 


Hallar a) el volumen y b) el centroide de la región limitada superiormente 
por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 e inferiormente por el plano z = c, con 
R > c > 0. 


Calcular 



por el elipsoide 


2 2 2 \ 
x y z \ . 

—^ H—^ axdyaz, siendo V la región encerrada 

a- b- c z ) 



2 2 2 

3 ; y* Z* 

Calcular el momento de inercia del elipsoide — 5 - + = 1 con respecto 

cr b~ c z 


a sus ejes. 


Hallar el volumen limitado por los cilindros hiperbólicos xy = 1, xy = 9, 
xz = 4, xz = 36 (Sugerencias: efectuar un cambio de variable). 

Hallar la masa de una superficie esférica siendo la densidad en cada punto 
proporcional a su distancia al origen de coordenadas. 


Hallar la ecuación del plano paralelo al plano xy que divide en dos partes 
de volúmenes iguales a la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , z> 0. 


Demostrar que 

d(x,y) = 1 

d(u,v) d(u,v) 
d{x,y) 

(Sugerencia: Desarrollar los jacobianos, multiplicarlos y utilizar la regla 
de la cadena). 



Chapter 7 

INTEGRALES 
CURVILINEAS Y DE 
SUPERFICIE 


La extensión natural de un intervalo [a, b] de la recta real al plano es una región 
plana A, y la extensión natural de A al espacio es un sólido V. 

La integral de / (x) sobre [a, b] ha sido estudiada en el Cálculo I, la integral 
de una función de dos variables f(x, y), sobre A y la integral de una función de 
tres variables f(x, y, z) sobre V se a estudiado en el Capítulo 6 de las integrales 
múltiples. 

En este capítulo la idea de integral se extiende en otra dirección: El intervalo 
[a, b] se extiende al plano en forma de una curva y sobre esta curva se define una 
integral llamada integral curvilínea. La región plana A se extiende al espacio 
en forma de una superficie y sobre esta superficie se define una integral llamada 
integral de superficie. Usando estas ideas se puede calcular el área encerrada por 
una curva, el área de una superficie. Al final del capítulo, la integral curvilínea 
y la integral de superficie se combinan en los notables teoremas integrales. 


7.1 INTEGRALES CURVILINEAS 


Consideremos una curva C del plano xy que une los puntos ( 01 , 61 ) y (< 12 , 62 ) 
como en la figura 7.1. Además, sean P(x,y), Q(x,y) dos funciones definidas 
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sobre la curva C. 



Dividamos la curva en n partes y designemos por y q.¡ a las longitudes de 
la proyección del i-esimo pedazo de la curva sobre el eje a; y el eje y, respectiva¬ 
mente. 

De cada pedazo de la curva elijamos arbitrariamente un punto (íc¿, y¿) donde 
evaluamos las funciones P y Q. 

Formemos la suma 


S n — \P (a^i,yi)¿i V ... P {x n i Un) U\ V [Q (*D i 2 /i) Qi V ... V Q ( x n , y n j q n ] 

(7.1) 

Si el límite de S n existe, cuando el número de subdivisiones aumenta (es decir, 
n —* oo) y los pedazos son todos cada vez más pequeños (es decir, max /, —> 0 , 
max qi —> 0); entonces a tal límite se llama integral curvilínea a lo largo de 
C y se representa por 



P{x,y)dx + Q{x,y)dy 


K a 2,&2) 

(ai,6i) 


Pdx + Qdy 


ó 


(7.2) 


De la definición se deduce que / P (x, y) dx se integra sobre el intervalo [ai, 02 ] 

Je 

del eje x, mientras que / Q[x,y)dy se integra sobre el intervalo [ 61 , 62 ] del 

J c 

eje y. Por supuesto, en la primera integral y se considera función de x, y en la 
segunda x es función de y; por tanto ambas son integrales simples de una función 
de una sola variable sobre un intervalo, y el cálculo de integrales curvilíneas se 
reduce a calcular integrales definidas simples. 

Las sumas (1) y la definición (2) se generalizan para curvas en el espacio 
obteniéndose integrales curvilíneas de la forma 


Pdx + Qdy + Rdz 


donde C es una curva del espacio. 
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7.2 CALCULO DIRECTO DE INTEGRALES 
CURVILINEAS 

El cálculo directo de integrales curvilíneas se reduce al cálculo ya conocido de 
integrales ordinarias. Si la curva C está dada por una ecuación y = f (x), 
entonces dy = f ( x ) dx y la integral curvilínea ( 2 ) se convierte en una integral 
simple: 

(02,62) 02 

J P {x, y) dx + Q (x, y) dy = J P (x, f (x)) dx V Q (x, f (x)) /' (x) dx (7.3) 

(ai,61) 01 

Example 61 Una curva C que une el origen con (1,1) está dado por y = x 2 . 
Entonces 

1 

J (x + y) dx + ( 2x 2 — y) dy = J (x + x 2 ) dx + (2x 2 — x 2 ) 2 xdx 

c o 

1 

r ™3 rj.2 

= j (2x 3 + x 2 + x) dx = — + y + — 
o 

Similarmente, si la curva C está dada por una ecuación x = g (x), entonces 
dx = g' ( y ) dy y la integral curvilínea se convierte en una integral ordinaria: 

(0,2,62) 62 

J P (x, y) dx + Q (x, y) dy = j P (g (y), y) g' (y) dy + Q {g (y), y) dy (7.4) 

(ai,61) 61 

Example 62 Una curva C que une el origen con (1,1) está cado por x = y 3 . 
Entonces 

1 1 

J (2x -y)dx~ xydy = j (2 y 3 - y) 3y 2 dy - y 3 ydy = j (6 y 5 - y 4 - 3y 3 ) dy 
c o o 

6 _yS _3y^ " = -47 
V 5 4 0 60 

Cuando la curva C esta dada por y = f (x), la podemos considerar como 
parametrizada por la variable x, mientras que si está dada por x = g (y) se la 
considera parametrizada por y. En general, si la curva C está parametrizada por 
la variable t por medio de x = x (í), y = y (t) la integral curvilínea se convierte 
en 

(02,62) Í2 

J P (x, y) dx+Q (x, y)dy = J P{x (í), y (i)) x' (t) dt+Q (x (í), y (t)) y 1 (í) dt 

ti 



(01,61) 


(7.5) 
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donde ti, U son los valores de t que corresponden a los puntos (ai, b\) y ( 02 , 62 ), 
respectivamente. 

En la práctica, en un caso concreto y según convenga se puede combinar los 
métodos anteriores dados en (3), (4) y (5). 

Example 63 Una curva C que une el origen con (1,1) está dada en forma 
paramétrica por C ( t ) = (t 2 ,t 3 ). Entonces, teniendo en cuenta que a (0,0) le 
corresponde t = 0 y al punto (1,1) le corresponde t = 1. 


J (x 1/2 + y'j dx + (x - y 1/3 ^j dy 
c 


t -1 


J (t + t 3 ) 2 tdt + ( t 2 — t ) 3 t 2 dt 

t =o 


J (5í 4 - 3 1 3 + 2í 2 ) dt = t 5 - ]t A + 2 -t 3 
0 


1 

o 


11 

12 


Métodos similares se tienen para el cálculo de integrales curvilíneas en el 
espacio. 


7.3 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL CURVILÍNEA 

Como el cálculo de una integral curvilínea se reduce a una ordinaria, las propiedades 
de ambas son similares. Por ejemplo, si C es una curva que une (ai, 61 ) con el 
punto ( 02 , 62 ) tenemos: 

I. Si se invierte el camino de integración, el signo de la integral curvilínea 
cambia. Es decir 


(oi,i>l) 

(02,62) 

/* 


/ Pdx + Qdy = — 

/ Pdx + Qdy 

(7.6) 

J 

(02,62) 

J 

(01,61) 



II. Se puede integrar por pedazos y la integral curvilínea sobre toda la curva 
es la suma de las integrales curvilíneas en cada pedazo. Es decir, si (03,63) es 
otro punto de la curva C. 


• 1 a ¡, 1 ¡ 



7.4. TEOREMAS IMPORTANTES 


257 


(02,62) 

J Pdx + Qdy 

(01,61) 


(03,63) (02,62) 

í Pdx + Qdy + f Pdx + Qdy 


(ai ,61 


(a 3 ,b 3) 


(7.7) 


Por supuesto, para integrales curvilíneas en el espacio se tienen propiedades 
similares. 


7.4 TEOREMAS IMPORTANTES 

Ya se ha visto que el cálculo de una integral curvilínea se reduce al de una 
integral simple. Obviamente, el valor de una integral curvilí nea entre dos 
puntos depende de la curva que une estos puntos y sobre la cual se integra; es 
decir depende del camino de integración. Sin embargo, en algunos casos el valor 
de la integral curvilínea es independiente del camino de integración. Si la curva 
es cerrada, la inegral curvilínea en algunos casos puede expresarse como una 
integral doble. 

Para precisar lo anterior llamaremos curva simple cerrada a una curva cer¬ 
rada que no se corta a sí misma en ningún punto. También diremos que una 
región plana es simplemente conexa si toda curva cerrada de la región se puede 
contraer hasta reducirse a un punto sin salir de la región, si no, diremos que 
la región es múltiplemente conexa. Intuitivamente una región es simplemente 
conexa s no tiene "huecos” y es múltiplemente conexa si lo tiene. 

Por otra parte, si al correr una curva cerrada C del plano xy con la cabeza 
dirigida hacia el eje positivo z, la región encerrada por la curva queda a la 
izquierda, entonces se dice que se la recorre en sentido positivo. Para una curva 
simple cerrada del plano, el sentido positivo coincide con el sentido contrario al 
de las agujas del reloj. Notemos que la región encerrada por una curva simple 
cerrada es simplemente conexa. 


C 

Fig. 7 . 3 a Fig. 7 . 3 b Fig. 7 . 3 c 




R: 6he§ümplemente conexa r : R múltiplemente conexa. 

C: Curva simple cerrada recorrida C1.C2.C3 curvas simples cerradas 
en sentido positivo recorridas en sentido positivo. 


Notación. La integral curvilínea a lo largo de una curva cerrada descrita 
en sentido positivo se acostumbra simbolizar por 
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7.5 EL TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 


Naturalmente uno podría esperar que lo que ocurre en una región influya sobre 
su contorno y viceversa; este teorema establece una relación en este sentido entre 
una integral doble sobre una región plana y una integral curvilínea a lo largo 
del contorno de la región. 

Consideremos una curva simple cerrada C y la región R que encierra (figura 
7.4a), entonces se cumple 


j> Pdx + Qdy = jI * ^ dxdy 


(7.8) 


dP d Q 

Por supuesto, en (7) las funciones P, Q. —— , —— han de ser continuas en la 

ay ox 

región (ejercicio 14). Además, el teorema de Creen en el plano dado por (7) es 
también válido para regiones limitadas por más de una curva (es decir, regiones 
múltiplemente conexas) como el de la figura 7.4b (ejercicio 13). 



6te§ümplemente conexa 
donde se cumple el teorema 
de Green 



6te§iiultiplemente conexa 
donstedam|ole el 
teorema de Green 


Fig. 7 . 4 a 


Flg. 7 . 4 b 


Example 64 Aplicando el teorema de Green, calcular 


/ 


x 2 ydx 


xy 2 dy 


C 


donde C es la circunferencia x 2 + y 2 

dP 


= 1 . 
dQ 


Con P = ary, Q = —xy 2 , -p— = x 2 , = — y 2 ; y si R es la región encerrada 


dy 


dx 
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por C (figura 7.5), tenemos 




C4 


Muchos caminos unen 
(ai ,bi) con (a 2 ,b 2 ) 


Fig. 7.6 


/ 


x 2 ydx 


xy 2 dy 


C 



x 2 ) dxdy 



(x 2 + y 2 ) dxdy 



r 2 rdrd6 = 


o o 


2 


o 



d6 = - 


7r 
2 


(para calcular la integral doble se ha pasado a coordenadas polares). 


7.6 AREA ENCERRADA POR UNA CURVA 

El área encerrada por una curva simple cerrada está dada por 

A = — <j> xdy — ydx 

c 

Esta fórmula se deduce inmediatamente del teorema de Green en el plano (ejer- 
cciio 15) yes muy útil para calcular el área de regiones limitadas por curvas 
dadas paramétricamente (ejercicio 16 y 17). 


7.7 INDEPENDENCIA DEL CAMINO DE IN¬ 
TEGRACIÓN 


Aunque en general el valor de la integral curvilínea entre dos puntos (ai,6i) y 
(02, 62), 


(02,62) 


Pdx + Qdy 


(01,61) 


(7.9) 
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depende del camino de integración C que une ambos puntos (figura. 7.6); cuando 
se cumple 


dQ__dP_ 
dx dy 


(7.10) 


el valor de la integral curvilínea (9) es independiente del camino de integración 
(Ejercicio 23). 

Por tanto, si se cumple (10) podemos calcular la integral curvilínea (9) inte¬ 
grando a lo largo de cualquier camino C que una los puntos (ai, 6 i) y ( 02 , 62 ). 
Por supuesto, siempre elegiremos el camino que simplifique los cálculos. 

Por otra parte, si se cumple (10) entonces Pdx + Qdy es una diferencial 
exacta; es decir existe una función (¡> (x, y) tal que d(¡> = Pdx + Qdy. Teniendo 
en cuenta que 

d(f) dcf) 

d(f> = -f-dx + ~^dy = Pdx + Qdy 
dx ay 

se puede calcular la función <j>(x,y). Una vez determinada la función <f>(x,y), 
la integral curvilínea (9) se calcula fácilmente según 


(02.62) (02,62) 

J Pdx + Qdy = J 0 (a;,= 0 ( 02 , 62 )- 0 (ai, 61 ) (7.11) 

(01,61) (01,61) 

Ahora, si la integral curvilínea es independiente del camino entonces su valor a 
lo largo de una curva cerrada C es decor. Es decir, 

/ ()() Qp 

Pdx + Qdy = 0, si — = — (7-12) 

dx dy 
c 

Example 65 Calcular 2xydx + x 2 dy si C es la circunferencia x 2 +y 2 = 4. 



d Q dP 

Con P = 2 xy, Q = x 2 tenemos —— = 2x = . Por tanto la integral curvilínea 

dx dy 
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a lo largo de la circunferencia vale cero. Es decir, 


/ 


2 xydx + x 2 dy = O 


Por supuesto, las integrales curvilíneas en el espacio tienen propiedades sim¬ 
ilares. Por ejemplo, la integral curvilínea 


( a 2 , b 2 , c 2 ) 


Pdx + Qdy + Rdz 


(7.13) 


(ai,bi,ci) 


es independiente del camino que une los puntos (ai,&i,ci) y ( 02 , 62 , C 2 ) si se 
cumple 

c^_dPdR_(TPdR_dQ 
dx dy dx dz' dy dz 

Nota. Se puede demostrar que (10) no solamente es condición suficiente para 
que la integral curvilínea (9) sea independiente del camino, sino que también es 
una condición necesaria. Similarmente (14) es condición necesaria y suficiente 
para que (13) sea independiente del camino 

Resumen. El siguiente diagrama resume esquemáticamente lo anterior y 

muestra cómo debe calcularse la integral curvilínea / Pdx + Qdy según la 

d ° dP 

curva de integración C sea cerrada o no, y según sea - 77 — = - 7 — o no: 

dx ay 


Pdx + Qdy 


C no cerrada \ 


dQ _ dP 
dx dy 


dQ dP 
dx dy 


Independiente del camino; en¬ 
tonces se calcula directamente 
eligiendo previamente un camino 
de integración adecuado. 

Se calcula directamente pasando 
a una integral simple. 


Pdx + Qdy 


C cerrada \ 


dQ dP 
dx dy 


dQ dP 
dx dy 


no es necesario calcular nada, 
pues en este caso 


Pdx + Qdy = 0 


Se calcular indirectamente 
pasando a una integral doble: 

C FÍX + Qiv = SS n^N~%) ÍXÍV 
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7.8 INTEGRALES DE SUPERFICIE 

Vamos a definir la integral de superficie de una función <j> (x, y, z) sobre una 
superficie S. 

Dividamos S en n pedazos de área ,S'¿ y elijamos de cada uno de ellos un 
punto cualquiera ( Xi,yi,Zi ) (figura 7.7). Evaluamos <fi en cada uno de tales 
puntos. 



Ahora, formemos la suma 


S n = <t>{xi,yi,zi) Si +<¡>{x 2 ,y 2 ,Z 2 )S 2 + + 4>{x n ,y n ,z n )S n 


Si el límite de la suma S n existe, cuando el número de pedazos aumenta (es decir, 
n —» oo ) y todos los pedazos son cada vez más pequeños (es decir, rriax ,S'¿ —» 0); 
a tal límite se llama la integral de superficie de <j> (x, y, z) sobre S y se representa 
por 


<t>{x,y,z)dS. 


Es decir, 



<t>{x,y,z) dS 


lim [<j)(xi,yi,zi) Si + <t>(x n ,y n ,z n ) S n ] 


(7.15) 


7.8.1 Cálculo de la integral de superficie 

Tal como el cálculo de una integral curvilínea se reduce al cálculo de una integral 
simple; el cálculo de una integral de superficie se reduce al cálculo de una integral 
doble: 

Si la ecuación de la superficie S está dada implícitamente por F (x, y, z) = C, 
C constante, entonces 



<t> (x, y , z) dS 



<l>(x,y,z) 



dxdy 


(7.16) 


donde A es la proyección de S en el plano xy. 
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Si la ecuación de la superficie S está dada explícitamente por z = f (x, y), 
la fórmula (16) se reduce a 



(¡>{x,y,z) dS 



<l>{x,y,z) 


1 + zi + 


Zydxdy 


(7.17) 


En algunos casos concretos no es conveniente (o no se puede) proyectar sobre 
el plano xy y se debe proyectar entonces sobre el plano xz o sobre el plano 
zy, en tales casos el denominador de (16) se cambia por \F y \ o por \F X \, re¬ 
spectivamente. Análogamente en la fórmula (17) se deben efectuar los cambios 
correspondientemente (ejercicio 25). 

Notemos que si la superficie S es un plano paralelo a uno de los planos 
coordenados, la integral de superficie (16) ó (17), de la función </>(x,y,z ) se 
reduce simplemente a la integral doble de dicha función. 


7.9 AREA DE UNA SUPERFICIE 


Si en (15) hacemos (j>(x,y,z) = 1, tenemos 



dS= lim (S 1 + S 2 + ... + S n ) 

n —> oo 


(7.18) 


que da el área de S. 

Por tanto, si la ecuación de la superficie S está dada implícitamente por 
F (x, y, z ) = C, el área de S se calcula por 


área de S = 




dxdy 


(7.19) 


donde A es la proyección de S sobre el plano xy. 

Si la ecuación de la superficie S está dada explícitamente por z = f (x, y) el 
área de S se calcular por 


área de S = 



y 1 + z% + zydxdy 


(7.20) 


Example 66 Calcular el área de la porción que está en el primer ociante, del 
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plano z = 4 — 2x — 2 y. 

i; 


Fig. 7.8 



La proyección sobre el plano xy es el triángulo A limitado por x = O, y = O y la 
recta z + y = 2. Por tanto, integrando sobre A tenemos 


área de S 


JJ \J 1 + ¿I + Zydxdy 

r 2 r2—y /-— r2 

/ / v 1 + (~ 2 ) 2 + {-2) dxdy = 3 / (2 -y)dy 

ioiO ^0 


0^0 


= 6 


7.10 TEOREMAS INTEGRALES 

Los teoremas integrales relacionan integrales dobles, triples, curvilíneas y de 
superficie. Su formulación se abrevia y su uso para aplicaciones concretas se 
simplifica con la notación vectorial. 


7.11 GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTACIONAL 


El operador nabla V, está definido por 


v _ (JL JA 
\ dx ’ dy' dz J 

y puede aplicarse a funciones / (x, y, z) de la siguiente manera: 
1. Si / (x, y, z) es una función en R 3 en R, tenemos 


V/ 


(dj_ dj_ d¿\ 

\ dx ’ dy ’ dz ) 


(7.21) 


(7.22) 


que es el conocido gradiente de /. 
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2. Si F(x,y,z ) = (Fi,F 2 ,F 3 ) es una función de R 3 en R 3 , por una parte 
tenemos 


Vo F = 



dF 2 

dy 


0*3 

dz 


(7.23) 


que se llama divergencia de F. 


3. Por otra parte, también tenemos 


Vx/ = 


i 

j 

k 





d 

d 

d 

(dF 3 

dF 2 dF[ 

dF 3 dF 2 

dFA 

dx 
F i 

dy 

f 2 

dz 

f 3 

V d v 

dz ’ dz 

dx ' dx 

dy ) 


que se denomina rotacional de /. 


Notemos que el rotacional de F, V x F, está definido por el último miembro 
de (24) y el determinante es simplemente una ayuda nemotécnia para recordarlo 
fácilmente. 

Recordando que i = (1,0,0), j = (0,1, 0), k = (0,0,1), la función F (x, y, z) = 
(F 3 ,F 2 ,F 3 ) se escribe también como F (x, y , z) = F\i + F 2 j + F 3 k. 


Example 67 Si F = x 2 yi + 2 yzj + (x + z 2 ) k, entonces 


V o F = 2 xy — 2z + 2z = 2xy 


divergencia de F 


V x F 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

x 2 y —2 yz x + z 2 

2 y i — j — x 2 k 


= (0 + 2y) í + (1 — 0) j + (0 ~x 2 )k 


rotacional de F. 
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7.12 TEOREMA DE STORES 

Consideremos una superficie S abierta, de dos lados, y cuyo contorno sea una 
curva cerrada simple C como en la figura 7.9. Entonces 




(V x F) o ndS 


F o dr 


(7.24) 


donde C se recorre de tal modo que si un observador la recorre con su cabeza 
dirigida en el sentido de la normal unitaria n, la superficie S queda a la izquierda. 
Por supuesto, tanto F como las derivadas parciales deben ser continuas en 

S. 


El teorema de Stokes, dado por (26), dice que la integral curvilínea de la 
componente tangencial alrededor de una curva cerrada C es igual sobre toda 
superficie S que tenga por contorno a C. 

En la práctica, se comienza fijando el sentido de la normal n y se determina 
el sentido de C en referencia a tal sentido. 


Example 68 Calcular 



(V x F) o ndS 


si F = 2 y i + 3 xj — z 2 k y S es la parte superior de la superficie esférica x 2 + 
y 2 + z 2 = 9. 

Aplicando el teorema de Stokes, en lugar de calcular la integral de superficie dada 
podemos calcular una integral curvilínea a lo largo del contorno de la superficie 
dada (figura 7.10). El contorno de la superficie S es la circunferencia x 2 + y 2 = 
9, z = 0 sobre el plano xy. Por tanto 



(V x F) o ndS 


F o dr = <j> 2ydx + 3xdy — z 2 dz (1) 


pero, como z = 0 en la curva C, (1) se reduce a 



(V x F) o ndS 


2 ydx + 2 xdy 


( 2 ) 
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para calcular (2) aplicamos el teorema de Green en el plano teniendo en cuenta 
que la región R encerrada por x 2 + y 2 = 1 es un círcido de radio 1: 



(V x F) o ndS 


® 2 ydx + 3 xdy — 11 (3 — 2) dxdy 

Je JJ R 

(área del círculo de radio uno) = ir 



7.13 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA (O 
DE GAUSS) 


Consideremos una región sólida V limitada por la superficie S. Entonces 


V o FdV = 


F o ndS 


(7.25) 


donde la normal n está dirigida al exterior de V (figura 7.11). 

Por supuesto, tanto F como las derivadas parciales que intervienen en (##) 
deben ser continuas en la región V. 

El Teorema de la Divergencia, dada por (##), dice que la integral de su¬ 
perficie de la componente normal es igual a la integral triple de la divergencia 
sobre la región encerrada por la superficie. 


Example 69 


Calcular 


F o ndS, donde F = (2x + 3 z) i — (xz + y) j + 


j j s 

( y 2 + 2 z) k y S es la superficie esférica x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

Aplicando el teorema de la Divergencia, en lugar de la integral de superficie 
dada podemos calcular una integral triple. Como la región V encerrada por 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 es una esfera de radio uno, tenemos 


F o ndS = 


V o FdV = 


(2—1 + 2) dV = 3 


dV 


= 3 (volumen de la esfera de radio uno) = 3 ( -ir ) = 47T 

O 
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7.14 EJERCICIOS RESUELTOS 


A 1,2) 

1. Calcular / ( x 2 — y) dx + (a; + y 2 ) dy a lo largo de la recta que une 

J (0,0) 


(0,0) 

con (1,2). 




y 1 

, (1,2) V 1 

1 i 

^ " (1,1) 

l y 

1 

(2,3) 


/ 

/ 






X 


(2,1) 


/ 


(iTT7 

7 

Fig. 7.12 x 

Fig. 7.13 

Fig. 7.14 x 


Solución. Como la ecuación de la recta que une (0, 0) con (1, 2) es y = 2x, 
expresamos la integral curvilínea como una integral simple en función de 
x\ reemplazar y = 2x, dy = 2 dx, límites ( 0 , 0 ) = ( 1 , 2 ), entonces i = 0 a 
x = 1. Por tanto, 


Ah 2 ) A 

/ ( x 2 — y) dx + (x + y 2 dy ) = / ( x 2 — 2x) dx + (x + 4x 2 ) 2 dx 

J (0,0) J o 


9x 2 dx = 9 — 


= 3 


2. Calcular 


(i,i) 


(x + y) dx + x 2 dy a lo 


largo de la parábola x 


y 2 entre 


J (o,o) 

los puntos ( 0 , 0 ) y ( 1 , 1 ). 

Solución. Primeramente expresamos la integral curvilínea como una inte¬ 
gral simple en función de y\ reemplazar x = y 2 , dx = 2 ydy, límites ( 0 , 0 ) 
a (1,1) entonces y = 0 a y = 1. Por tanto 


Ahí) j-l r i 

/ {x + y)dx + x 2 dy = / (j / 2 + y) 2 ydy + y 4 dy = (y 4 + 2 j / 3 + 2y 2 ) dy 

J (0,0) Jo Jo 


V 

4 


V 

3 


41 

30 


r(2,3) 

3. Calcular / (x + 2y) dx + zydy a lo largo de la recta de (1,1) a (2,1) 
J (id) 

y luego de (2,1) a (2,3). 
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Solución. La integral curvilínea pedida es la suma de las integrales curvilíneas 
primero a lo largo de la recta y = 1 que une (1,1) con (2,1), y luego a lo 
largo de la recta x = 2 que une (2,1) con (2, 3) (figura 7.14). 

Para la integral curvilínea a lo largo de y = 1 desde (1,1) a (2,1), reem¬ 
plazar: y = 1, dy = 0, límites: (1,1) a (2,1), entonces x = 1 a x = 2, 
entonces 


/ 


( 2 , 1 ) 

( 1 , 1 ) 


(x + 2y) dx + xydy 



(x + 2) dx 



7 

2 


Para la integral curvilínea a lo largo de x = 2 desde (2,1) a (2, 3), reem¬ 
plazar: x = 2, dx = 0. Límites> (2,1) a (2, 3) =>■ y = 1 a y = 3, entonces 


/*(2, 3) /*3 3 

/ (x + 2y) dx + xydy = / 2ydy = y 2 I .= 8 
J (2,1) J 1 


Por tanto, la integral pedida es 


/ 


(2,3) 

(2,1) 


(x + 2y) dx + xydy 


7 

2 


23 

T 


Nota. Notemos que el cálculo a lo largo de rectas horizontales o verticales, 
en general es más sencillo que a lo largo de otras curvas; por eso, si debemos 
elegir el camino de integración en general elegimos un camino constituido 
por tramos horizontales y tramos verticales. 


4. Calcular í (x 2 + 2xy) dx + (x 2 - y) dy, donde C está dada paramétri- 

J c 

camente por x = 2t, y = í 3 y t varía desde t = 0 hasta t = 2. 


(4,8) 


(i.i) 


(4,2) 


(4,2) 


( 1 , 1 ) 


Fig. 7.17a 


Flg. 7.16 


Fig. 7.15 


(4,2) 


( 1 . 1 ) 


Fig. 7.17b 


Solución. Expresemos la integral curvilínea como una integral simple en 
función de t, reemplazar: x = 2t, y = t 3 , dx = 2 dt, dy = 3 t 2 dt. Límites: 
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t = 0 a t = 2. Por tanto 


/ ( x 2 + 2xy) dx + (x 2 — y) dy = 

J C 


[ (4 1 2 + 4í 4 ) 2 dt + (4 1 2 - t 3 ) 3t 2 dt 

J 0 

f (8 1 2 + 20í 4 - 3í 5 ) dt = \t 3 + 4 i 5 - lt e " = 
i o 3 6 n 3 


5. Calcular f (y- x 2 ) dx + (2 xy + y 2 ) dy , donde C está dada por x = 

J c 


1 — cos2í, y = siní desde (0,0) hasta (2,1). 

Solución. Expresamos la integral curvilínea como una integral simple en 
función de t, reemplazar: 


x = 1 — eos 2 1 
y = sin t 


dx = 2 sin 2 tdt 
dy = eos tdt 


Límites: (1 — eos 2t, siní) = (0,0) a (1 — eos 2t, siní) = (2,1) entonces, 
desde í = 0aí = n/2. Por tanto 


J (y — x 2 ) dx + (2 xy + y 2 ) dy = j ^sin t — (1 — eos 2 t) 2 ^j 2 sin 2 tdt + 


+ (2(1 — eos 2 1) sin t + sin 2 t) eos tdt 

,+2 

/ (sin t — 4 sin 4 f) 4 sin í eos tdt + (4 sin 3 t + sin 2 t) eos tdt 

J o 


con sin“ t = 


1 — eos 2 1 


(5 sin t + 4 sur í — 16 sin 5 t) eos tdt = 5—--1-- 

v ' 3 4 


sin 3 t 4 sin 4 t _ „ sin 6 t 


Nota. El cálculo se simplifica un poco si desde el principio hacemos 


x = 1 — eos 2í = 2 sin“ t. 


r( 4,2) 

6 . Calcular / (a; + y) da: + {y — a;) dy a lo largo a) de la parábola y 2 = x, 

J (í.P 


b) de la recta, c) de los segmentos (1,1) a (1, 2) y de (1, 2) a (4, 2), d) de 
la curva x = 2f 2 + t + 1, y = t 2 + 1. 

Solución a) Teniendo en cuenta que y varía desde y = 1 hasta y = 2, 
expresamos la integral curvilínea como una integral simple en función de 


/■C 4 , 2 ) r 2 

/ (a: + y) dx + (y - x) dy = / (y 2 + y) 2ydy + (y - y 2 ) dy 

J ( 1 , 1 ) J 1 


/_ q o \ 7 % 4 y 3 y 2 34 

(2y +y +y)dy= —+ y + y i = y 
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b) Como la recta que une (1,1) con (4,2) es x = 3y — 2, expresamos la 
integral curvilínea como una integral simple en función de y ; 

(4,2) /■ 2 

(x + y)dx + (y~x)dy = / (3y - 2 + y) 3dy + (y-3y+ 2) dy 

(i,i) J i 

10 2 

= =n 

^ i 

c) Integraremos como tramos. Al integrar a lo largo de la recta i = la 
que va de (1,1) a (1, 2) tenemos: 



/*( 4 , 2 ) f 2 y 2 2 1 

/ {x + y)dx + {y-x)dy= 0 + (y — 1) dy = —— y = - 

J (i,i) J i ¿ i ¿ 

Al integrar a lo largo de la recta y = 2 que va de (1, 2) a (4, 2) tenemos 

r( 4 ,2) r 4 y 2 4 

/ (x + y) dx + (y — x) dy = (x + 2) dx + 0 = '— + 2x = — 

J (i,i) J i 2 i 2 

Por tanto, la integral pedida es 

/•( 4 >2) 1 27 

/ (a: + y) dx + (y - a:) dy = - + — = 14 

i (i,i) ¿ ¿ 

d) Teniendo en cuenta que x = 2t 2 + t + 1, y = t 2 + 1, dx = (4f + 1) dt, 
dy = 2tdt; además de (2 1 2 + t + 1, t 2 + l) = (1,1) se obtiene t = 0 y de 
(2í 2 + t + 1, í 2 + l) = (4, 2) se obtiene i = 1: 

,(4,2) ,1 

/ (x + y) dx + (y — x) dy = / (2í 2 + í + 1 + í 2 + l) (4i + 1) dt 

J (1,1) J o 

+ (í 2 + 1 - 2í 2 - t - 1) 2 tdt 


í (I0í 3 + 5í 2 + 9í + 2) dt 

J o 


10í 4 5 í 3 9t 2 


“t;—I—^—I - — —- 
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Nota. Este ejercicio muestra que el valor de la integral curvilínea en 
general depende del cambio de integración. 

7. Calcular / (1 + a:) dx — xydy + (y + z) dz, siendo C la hélice x = eos 7 tí, 

J c 

y = sin7rí, z = t, desde (1, 0, 0) hasta (l, 2, |). 

Solución. Para pasar a una integral simple en función de la variable t, 
notemos que de 


(eos 7rí, siní, í) = (1,0, 0) obtenemos t = 0 


y de 


(cos 7rí, siní, t) = ( 0,1, ^ obtenemos í = ^ 


Por tanto, 

/ (I + x) dx — xydy + (y + z) dz 
C 


rl/2 

/ (1 + eos 7rí) (—7 t sin 7ri) dt — 

J o 

— eos 7rí 

, 1/2 

/„ <- 


— eos 7rí • sin 7rí • 7T • eos irtdt + (sin 7rí + í) dt 
,1/2 


7T sin 7TÍ — sin 7TÍ COS 7TÍ — COS“ 7TÍ sin 7TÍ + sin 7TÍ + í 


• 2 oil/2 

Sin 7TÍ COS° 7TÍ COS 7TÍ í 

cos 7tí 2 ^ 3-— + 2 1 


41 1 

_ 24 + 7T 

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 


Comprobar el teorema de Creen en el plano para 

j) (2 xy — x 2 ) dx + {x + y 2 dy ) 

siendo C la curva cerrada que limita la región R entre y = x 2 , y = x. 


=X 2 / J; 'i 

y= x 

1 y 

(0,1) 

(1,1) C 2 

/ 

\ Cl 

(-1,0) 

^3*" (1,6) 


-3 


y=(9-X2)ic 


Fig. 7.19 


Fig. 7.20 


Fig. 7.21 


y=-(9-X2)i/2 
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dQ dP 

Solución. Con P = 2 xy — x 2 , Q = x + y 2 tenemos —— = 1, —— = 2a;; 

dx ay 

entonces debemos comprobar que 

® (2a :y — x 2 ) dx + (x + y 2 dy ) dy= (1 — 2a;) dxdy (1) 

Je JJ R 

Por una parte, integrando primero a lo largo de la parábola y = x 2 y luego 
a lo largo de la recta y = x (figura 7.19) tenemos: 

c í (2a :y — x 2 ) dx + (x + y 2 dy) dy = í (2a; 3 — a; 2 ) dx + (x + x 4 ) 2xdx + 

Je Jo 

í° 

J (2x 2 — x 2 ) dx + (x + x 2 ) dx 


í (2a; 5 + 2a; 3 + a; 2 ) dx + í (2a; 2 + x) dx 

Jo J i 


2a; 6 2a; 4 a; 3 

~6~ + + T 

Por otra parte, integrando sobre la región R tenemos: 


o 

i 

2a; 3 x 2 

”3” + Y 


= 0 ( 2 ) 


R 


(1 — 2x) dxdy = í í (1 — 2x) dydx = í (1 — 2x) y\ x x i dx 

J o J x 2 Jo 

= í (1 — 2x) (x — x 2 ) dx = f (x — 3a; 2 + 2a; 3 ) dx 
Jo Jo 


o 

x 2 3x 3 2x 4 

2 Y + YT 


= 0 (3) 


Por tanto, (1), (2) y (3) muestran que el teorema de Green en el plano se 
verifica. 


9. Comprobar el teorema de Green en el plano para 



y ) dx + (x 


2y) dy 


siendo C el triángulo de vértices (1,0), (0,1), (—1,0). 

Solución. Con P = 2x — y, Q = x — 2y tenemos ^ = 1, ^ = —1. 
Entonces debemos comprobar 



y) dx + (x 



(1 + 1) dxdy = 2 



(1) 


donde R es la región encerrada por C. Por una parte, integrando por 
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tramos a lo largo de la curva C (figura 7.20) tenemos: 


f (2x -y)dx + (x- 2 y) dy = í (2 (1 - y) - y) (- dy ) + (1 - y - 2y) dy (Por ser C 1 : x + y 
Je1 Jo 


= - dy= -y\l = -1 ( 2 ) 


(2a; — y) dx + (x — 2 y) dy= (2x — x — 1) dx + (x — 2 (x + 1)) dy (Por ser C 2 ■ y = x - 


= -3 / dx = -3a;|o = 3 (3) 


í ( 2 a; — y) dx + {x — 2y) dy = í (2x — 0 ) dx + 0 (por ser C 3 : y = 0 ) 

J c 3 J -1 


= -f- =0 (4) 


Por tanto, sumando (2), (3) y (4) obtenemos 


/ (2a; — y) dx + (x — 2y) dy — 1 + 3 + 0 = 2 (5) 

J G 


Por otra parte, integrando sbre el triángulo R tenemos: 


2 / / dxdy = 2 / 

J J R J 0 J y— 


/*! /•“ 2/+ 1 /*! 

2 / dxdy = 2 / (-y + 1 - y + 1) dy 

J 0 j y-1 Jo 


= 2 V 2 +2y J 0 = 2 (6) 


Luego, (5) y ( 6 ) muestran que el teorema de Green en el plan se verifica. 


10. Comprobar el teorema de Green en el plano para 


j) (a ; 3 — x 2 y) dx + xy 2 dy 


siendo C la circunferencia x 2 + y 2 = 9. 


Solución. Con P = a ; 3 — x 2 y, Q = xy 2 tenemos = y 2 , = —x 2 . 

ox ay 


Entonces debemos comprobar 


® (a ; 3 — x 2 y) dx + xy 2 dy = / / (y 2 + x 2 ) dxdy ( 1 ) 

Je JJ R 
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donde R es la región encerrada por C. 

Por una parte, integrando a lo largo de la circunferencia, primero inte¬ 
gramos a lo largo de la semicircunferencia superior y = y/9 — x 2 y luego a 
lo largo de la semicircunferencia inferior y = — \/9 — x 2 , tenemos 



(a; 3 — x 2 y) dx + xy 2 dy 


—2x 


2v / 9^ 


í ^ x 3 — x 2 ^9 — x 2 ) dx + x (9 — x 2 ) 

J 3 

+ J (x 3 — 2x 2 \/9 — x 2 ) dx + J ^x 3 + 2x 2 y/9 — x 2 ) dx 

r 3 

J 4a; 2 \/9 — a; 2 da; 

I (-a; ( 9 — a; 2 ) 3 / 2 — a; 3 (9 - a; 2 ) 1/2 + 81 


. a: 
. arcsm — 
3 


81 

- y 71- 


Por otra parte, integrando sobre el círculo encerrado por la circunferencia 
(pasando a coordenadas polares) tenemos 



(■ y 2 + x 2 ) dxdy 



r 2 rdrd0 = 





81 

y 


7r 


11. Calcular 


y sin nxdx + y eos irx dy 


si C es el contorno del rectángulo de vértices (1, —1), (1,1), (2, —1), (2,1). 


y (1,1) (2,1) 


X 


(1,-1) (2,-1) 

Flg. 7.22 


1 

i y 


i 

y 

\ 

V2=X 
y / 

(1,1) 

jr 

R V 

\ 

R 

y =X2 


1 | 2 x" 

Fig. 

7.23 

X 

Flg. 

7.24 


Solución. Con P = y sin7rx, Q = y cos7nc, = — 7n/sin7rx, ^ = sin7nc 
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y aplicando el teorema de Green tenemos: 

y sin 7tx dx -(- y eos ttx dy = J J (—7tt/ sin7rx + sin7rx) dxdy 


c 


y eos 7rx 


eos TTX 


-i 
r 1 


dy 


„ 2 \ 2 y 2 2 

2 y+-\dy= — + -y 
7T / 2 7T 


-i 


4 

7T 


12. Calcular 


(2x7/ — x 2 ) dx + (x + y 2 ) dy 


C 

siendo C la curva cerrada que limita la región entre y = x 2 , y 2 = x. 

dQ dP 

Solución.- Con P = 2 xy — x 2 , Q = x + y 2 , —— = 1, —— = 2x y aplicando 

¿te ay 

el teorema de Green en el plano tenemos: 

i j) (2x7/ — x 2 ) dx + (x + t/ 2 ) dy = í í (1 — 2x) dydx = í (1 — 2x) 7/|^ dx 
Je J o J x 2 Jo 

= J (Vi — 2x 3 ^ 2 — x 2 + 2x 3 ^ dx 


o ' 

3/2 


2x 5 / 2 x 3 2x 4 

2 - 2 - 1 - 

5 3 4 


1 

30 


13. Calcular 


— x 2 ydx + xy 2 dy, 


donde C es el contorno de la región anular limitada por x 2 + y 2 = 1, 
x 2 + y 2 = 4. 

Solución. Con P = —x 2 y, Q = xt/ 2 ; = y 2 , = —x 2 y aplicando el 

¿te ay 

teorema de Green tenemos 

j) —x 2 ydx + xy 2 dy = jj (y 2 + x 2 ) dxdy 


R 

2n p2 


r 2 rdrdO = 


r 2ir r A i 2 


O J 1 


dé» = 


15 


/»27T 


d6 = 


15 
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14. Demostrar el Teorema de Green en el plano. 


y=y z(x) 


Flg. 7.25a 


y=y Hx) 


x=x i(y) A 


x=| 2(y) 


Flg. 7.25b 


Solución. Primeramente consideremos una curva cerrada C que sólo es 
cortada en dos puntos a lo más por una recta paralela a un eje de coor¬ 
denadas. Entonces, sea y = y± ( x ) la parte de C que limita inferiormente 
a la región R y y = y 2 ( x ) la parte de C que limita superiormente a R 
(figura 7.25a). Siend R la región encerrada por C, tenemos: 



2/2 (®) 
v i(*) 


dx 


r° rv 2 (x) cjp ro 

/ / ~K~dydx= / P(x,y)\ 

J aJ Vl (x) °y Ja 

( [P{x,yi{x))-P{x,y 1 {x))\dx 


/ b na 

P(x,yi(x))dx- P (x, 2/2 (x)) dx 

a J b 


P (x, y) dx (1) 


Similarmente, si x = x\ (y), x = X 2 ( y) son las partes de C que limitan a R 
por la izquierda y por la derecha, respectivamente (figura 7.25b) tenemos: 



r d r x 2 (y) 


xi(y) 


dQ 

dx 


dxdy = f Q (x^^llfydy 

J C 


[Q {x 2 (y) ,y)~Q (xi ( y ), y)} dy 


Q Od ( y) ,y)dy 


Q (a >2 (y) ,y)dy = 


Q{x,y)dy (2) 


Sumando miembro a miembro (1) y (2) obtenemos el teorema de Green 
en el plano: 



Pdx + Qdy 




dxdy 


Si la curva C es cortada en más de dos puntos por paralelas a los ejes 
coordenados, entonces mediante rectas se divide la región R encerrada por 
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C en regiones cuyo contorno es cortada en dos puntos a lo más po runa 
recta paralela a los ejes coordenados y se procede como antes integrand a 
lo largo de la curva original C y las rectas auxiliares de subdivisión (que 
se simplificarán en el proceso).Ver figura 7.25c. 





7.14. EJERCICIOS RESUELTOS 


279 



Solución. Conviene parametrizar la curva por medio de x = a eos 3 9, 
y = a sin 3 9, 0 < 9 < 2ir. Por tanto, el área pedida es: 

A = ^ j) xdy — ydx = ^ J (3a 2 eos 3 9 sin 2 9 eos 9 — 3a 2 sin 3 9 (— eos 2 9 sin 9 )) d9 

Q /* 27T q /»27T 

= -a 2 / (sin 2 0cos 4 9 + eos 2 0sin 4 9) d9 = -a 2 / sin 2 6 eos 2 6 (eos 2 6 + sin 2 0) 

2 J o 2 J q 


2 a 


. 2 /i 2 ... 3 2 f 2 ^ f sin 20 \ 2 

sin 0 eos 9d9 = -a - 

2 ./ n V 2 


d9 = -a 2 


3 o r 2 * 1 -cos4 9 


= —a 2 / d9 ——a 2 / eos 49d9 = -na 2 


INDEPENDENCIA DEL CAMINO DE INTEGRACION 


18. a) Mostrar que 


r( 3 , 2 ) 

/ (2cc - y) dcc + (2 y - x) dy 

J d,o) 


es independiente del camino que une (1,0) con (3,2). b) Calcular el valor 
de la integral. 

d Q dP 

Solución, a) Con P = 2x — y, Q = 2y — x tenemos = — 1 = ——; 

ox ay 

entonces la integral curvilínea es independiente del camino de integración, 
b) Para simplificar los cálculos, integramos a lo largo del segmento de 
(1,0) a (3,0) y del segmento de (3,0) a (3,2). (Fig. 7.28): 

r( 3 , 2 ) ,3 ,2 

/ (2x — y) dx + (2 y — x) dy = / (2x — 0) dx + 0 + 0 + (2 y — 3) dy = 

J (i,o) J i Jo 

2x 2 3 2 y 2 2 
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19. a) Mostrar que 



2xydx + (a; 2 + 2y ) dy 


es independiente del camino que une (0,0) con (1,2). b) Calcular la inte¬ 
gral. 

QQ gp 

Solución, a) Con P = 2xy, Q = x 2 + 2y tenemos —— = 2x = ——; en¬ 
cía; ay 

tonces la integral curvilínea es independiente del camino de integración, 
b) Para simplificar los cálculos, integramos a lo largo del segmento de 
(0,0) a (1,0) y del segmento de (1,0) a (1,2) (figura 7.29). 



2xydx+(x 2 + 2y) dy 


í Odx+O-t- í 0+(l + 2 y) dy = y + 

Jo Jo 


V 

2 


= 6 


20. Calcular 



y 2 ) dx — 2xydy 


a lo largo de la hipérbola equilátera xy = 1. 


( 1 , 1 ) 


X = 1 


V =173 


Fig. 7.30 


X 


Solución. Como con P = 3a; 2 — y 2 , Q = —2xy tenemos —— = — 2y = ——; 

ax ay 

entonces la integral es independiente del camino de integración y, por 
tanto, podemos elegir otro camino que no sea la hipérbola equilátera de 
tal modo que se simplifique el cálculo. Conviene integrar a lo largo del 
segmento que une (1,1) con (1,1/3) y (1,1/3) con (3,1/3) (figura 7.30). 



y 2 ) dx — 2xydy = 


rl/3 /*3 

0 + 2 • 1 • ydy + 

i ai 

11/3 


2y 2 

2 


3a; 3 


1 


3 9' 1 ’ 



80 

y 


dx + 0 
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21. Calcular (3 x 2 y - y 2 ) dx + (: x 3 - 2 xy) dy a lo largo de la circunferencia 
x 2 + y 2 = R 2 . 
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Para determinar </> resta conocer c(y); derivando (2) con respecto de y e 
igualando con la segunda ecuación de (1), tenemos: 

3 x 2 y 2 + d (y) = 3 x 2 y 2 (3) 

de donde d (y) = 0 y por tanto c (y) = c, constante. Por tanto, tomando 
c = 0: (¡> (x, y) = x 2 y 3 . b) 

í 2xy 3 dx + 3x 2 y 2 dy = í d<j> = <f> (x, = zVjn’n = 71 

J (i,i) J (i,i) v ’ ' y ’ ’ 

Nota. Como el integrando es una diferencial exacta, la integral curvilínea 
es independiente del camino de integración y puede ser calculado eligiendo 
un camino de integración adecuado que una (1,1) con (3, 2). 

d Q dP 

23. Mostrar que si entonces la integral curvilínea 

ox ay 

í Pdx + Qdy 
J A 

es independiente del camino de integración que une A con B. 

Solución. Designemos por C el camino C recorrido en este sentido opuesto. 
Es claro que 


JC J C 

Consideremos dos caminos C\ y C 2 que une A con B. Entonces 


/ Pdx + Qdy — / Pdx + Qdy = / Pdx + Qdy + / Pdx + Qdy 

J Ci J C2 J C\ J C2 

= Pdx + Qdy 

donde C es la curva cerrada C = C\ U C 2 (por el teorema de Green y por 
d Q dP. 


dx dy 


r \ dx dy J 


por tanto, 

/ Pdx + Qdy = / Pdx + Qdy 
J Ci J C 2 

Lo que dice que el valor de la integral curvilínea es independiente del 
camino de integración que une A con B. 

QQ dP 

24. Mostrar que si Pdx + Qdy es una diferencial exacta, entonces —— = ——. 

ox oy 

Solución. Si Pdx+Qdy es una diferencial exacta, entonces hay una función 


<t> (x, y) tal que 


dej) dej) 

d(j) = -^-dx + Tr-dy = Pdx + Qdy 
ox oy 
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d<j) 

de donde — = P, 
ox 

d<f> 

—— = Q. Derivando parcialmente tenemos: 
dy 


d 2 <f> dP 

d 2 (j) dQ 


dydx dy 

dxdy dx 

entonces 

dQ 

dP 


dx dy 

(suponemos que las segundas derivadas parciales son continuas) 

INTEGRALES DE SUPERFICIE 


25. Calcular 


xydS donde S es la superficie del tetraedro limitado por 


z = 0, y = 0, x + z = 1, x = y. 

Solución. La integral de superficie pedida es igual a la suma de las inte¬ 
grales de superficie sobre cada una de las caras del tetraedro (figura 7.33). 
Cada una de estas integrales de superficie se calcula a su vez como integral 
doble en la región proyección sobre uno de los planos coordenados. 

Sobre la cara OBC: En esta cara, donde z = 0, la integral de superficie 
coincide con la integral doble sobre la cara, entonces 


xydS = 


OBC 


' f 1 X 2 

xydxdy = —y 
ojo J o ¿ 


dy = - 
, 2 


3 l y 4 

y 3 dy = - 1 — 
, y 2 4 



Sobre la cara OCD: Proyectando esta cara (donde x = y) en el plano 
xz obtenemos la región OBD ; entonces integrando en esta región la cor¬ 
respondiente integral doble tenemos: 


OCD 


pA pA — X pA p 1 — X _ p A p 

xydS = / / xyy/í + y 2 + y 2 dzdx = / x 2 \/l + 1 2 + 0 dzdx = y/2 / 

J o J o J o J o J o J o 


= y/2 í x 2 (1 — x) dx = (12) 

Jo 12 

Sobre la cara OBD: En esta cara, donde y = 0, la integral de superficie 
coincide con la integral doble sobre la cara; sin embargo, ya no es necesario 
calcular nada puesto que al ser y = 0 el integrando se hace cero y, por 
tanto: 


JJ xydS 


0 dS = 0 (3) 


OBD OBD 

Sobre la cara BCB: Proyectando esta cara (donde x + z = 1) en el 
plano xy obtenemos la región OBC, entonces integrando en esta región la 
correspondiente integral doble tenemos: 



BCD 


/ / x D\h- + z x + Zydxdy = / / xyyj 1 + l 2 + 0 dxdy 

i o( o ' J o J o 


V2 

8 


(de (1)) 


( 4 ) 


y/2 / / xydxdy 

J o J o 


dzdx 
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Por tanto, sumando las integrales de superficie sobre cada una de las caras 
obtenemos 



1 

8 



y/2 _ 3 + 5 y/2 
IT ~ 24 


26. Evaluar 


zdS, donde S es la semiesfera superior de radio a, 


y/a? 



z = 


1 

_ l _ 

y 

z=(a 2-X2-y2)ia 

b 1 

y x2+v 

/ 

2-Z2=0 R 1 

y 

R 

l / 

/ 

A j x ' 

r 

Flg. 7.34 

A 

1 

Fie 

1 X 

j R 

X2+y 2=1 

■ 7-35 r F¡g 

x' 

. 7.36 


Solución. Proyectando la superficie S en el plano xy obtenemos la región 
limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 (figura 7.34); entonces inte¬ 
grando en esta región la correspondiente integral doble tenemos: 


n r r r 

i - PC / 

JJ s ZdS = Ha Z \ 

jl + z 2 + z 2 dxdy = J J /a 2 — x 2 — y 2 ■ /. 


1 + 


a? — x 2 — y 2 a 2 — x 2 


adxdy = a dxdy = -na? 
A J J A 


(por ser JJ dxdy = área del círculo de radio a = Tra 2 ). 


27. Calcular 



x 2 + y 2 dS , donde S es la superficie lateral del cono x 2 + 


y 2 — z 2 = 0 entre z = 0 y z = 1. 

Solución. Proyectando S en el plano xy obtenemos la región A limitada 
por la circunferencia x 2 + y 2 = 1 (figura 7.35); entonces integrando en esta 
región la correspondiente integral doble tenemos: 



x 2 +y 2 dS 



/ x 2 +y 2 - 



dxdy = 2 



y 2 dxdy 


( 1 ) 
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con F = x 2 + y 2 — z 2 , 


IF 2 + F 2 + F 2 yj 4x 2 + 4 y 2 + 4 z 2 V8 z 2 


V 1^1 2z 

Pasando a coordenadas polares en (1): 

/ 27r p 1 p 

/ r-rdrdO = \Pl 

ojo J 


2z 


= v / 2 


2tt r 3 i 1 


dé» = 




dé» = 


2\¡2 


AREA DE UNA SUPERFICIE 


28. Calcular el área de una esfera de radio R. 

Solución. Aprovechando la simetría de la esfera, calculemos solamente el 
área de la semiesfera superior de x 2 + y 2 + z 2 = R 2 y la multiplicamos por 
dos para obtener el área pedida. Proyectando en el plano xy obtenemos la 
región A limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = R 2 \ entonces integrando 
la correspondiente integral doble sobre A tenemos: 


Area =11 dS = 2 

s 


jFg+lK + F* 


Wz 


dxdy = 2 


R 


a \JR? — x 2 — y 2 


dxdy (1) 


con 


F = x 2 +y 2 +z 2 


\J + F'y + F z yj 4x 2 + 4 y 2 + 4 z 2 2 R 


R 


I F z 


2 2 


2^ \JR 2 — x 2 — y 2 


Pasando a coordenadas polares en (1): 


r2ir nR 


p 2 tt 


Area = 2 R 


o J o 


VR 2 ^' 


,drdd = 2 R - (R 2 - r 2 ) 


1/2 


• p 2 tt 

dO = 2R 2 / dd = AnR 2 


29. Calcular el área de la región del plano x + y + z = a limitada por el cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 . 



Fig. 7.37 



2a 

r x 


Fig. 7.38 



r x 


Fig. 7.39.a 
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Solución. Conviene proyectar S sobre el plano xy, entonces eliminado la 
variable z: 


x + y + z = a 
x 2 + y 2 = a 2 


_. 2 , 2 2 

=>• x + y = a 


la proyección en el plano xy es la región A limitada por la circunferencia 
x 2 + y 2 = a 2 . Teniendo en cuenta que z = a — x — y en S e integrando la 
correspondiente integral doble en A, tenemos: 


Area 



\Jl + z 2 + z 2 dxdy 
ira 2 V3 



\J 1 + (—l) 2 + (—1 ) 2 <dxdy = V3 



(Por ser 



área del círculo de radio a = ira 2 ). 


30. Calcular el área de la porción del paraboloide x 2 + y 2 = 4 az cortada por 
el plano z = a. 

Solución. Proyectando la superficie S en el plano xy obtenemos la región 
A limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4a 2 (figura 7.38): entonces 
teniendo en cuenta que S está sobre el paraboloide e integrando la corre¬ 
spondiente integral doble en A, tenemos: 


Area = 


//., dS = Ih = fjJ 


2 2 

, , x ~ , r , , 

1 + + -r-íd dxdy 

4a 2 4a 2 


1 

2 a , 


JJ \] 4a 2 + x 2 + y 2 dxdy (1) 

Pasando a coordenadas polares en (1) tenemos: 

2 r2n p2a - i f 27r l (4a 2 +r 2 ) 3 ^ 

/ / \/ 4 a 2 + r 2 rdrd9 = — / • ---• 

J o J o 2aj 0 2 3 


Area = 


2a 


W2-8 


/»27T 


dO = Stt a 


OJO 

, 2 \/ 2 - 1 


de 


31. Calcular el área de la porción del primer octante de la semiesfera superior 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , z > 0, interior al cilindro x 2 + y 2 = ay, siendo a > 0. 
Solución. Proyectando la superficie al plano xy obtenemos la región A 
limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = ay (figura 7.39a); entonces te¬ 
niendo en cuenta que S está sobre la esfera e integrando la correspodiente 
integral doble en A, tenemos 




1^1 



\/a 2 — x 2 — y 2 


dxdy 


dxdy 


Area 


I 
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con F = x 2 + y 2 + z 2 , 



En coordenadas polares, la circunferencia x 2 + y 2 = ay se expresa por r = 
asinéf Entonces, pasando a coordenadas polares en (1) y considerando 
que la porción de S que está en el primer octante se repite en la parte 
posterior, tenemos: 


A \J a 2 — x 2 — y 2 


,*/2 rdrdQ 

dxdy = 2 a I . _ = 2 a 

Jo Jo va 2 -r 2 Jo 


f — (a 2 — r 2 ) 1/2 ^ 

J 0 


/ 7T/2 

(a — a eos 0) (¿0 = 2a 2 {6 — sin 6) | ^ “ = (ir — 2) a 2 
o 



dS es el área de la esfera x 2 + y 2 + z 2 — R 2 . Luego, 3/ = 


R 2 ■ 4ttR 2 . Por tanto, 
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33. Justificar las fórmulas (##) y (##), Pág. ##, para el cálculo de inte¬ 
grales de superficie. 

Solución. Consideremos la superficie S dada por la ecuación z = z (x, y) 
y sea A su proyección sobre el plano xy. Subdividamos A en n partes por 
medio de un fino reticulado como el de la figura 7.40, esto produce una 
subdivisión de S. De la subdivisión de la región A consideremos un pe¬ 
queño rectángulo de área A y de dimensiones Ax, Ay con vértice en (x, y). 
Sea S el área de la porción de superficie S correspondiente al rectángulo 
de área A referido. Sea g(x, y) = (x,y, z (x,y)) la función que aplica la 
región A en la superficie S. Ahora procedemos como en el Ejercicio 47, 
Capitulo 6. Como Ax, Ay son pequeños y por definición de la derivada, 
tenemos: 


9 


x + Ax 

y 


X 

y + Ay 


x 

y 

X 

y 


+ 


+ 


-i Ax 


Ay 


X 

y 

Z 

X 

y 

z 


1 

0 

Zx 


Ax 


(1) 


0 

1 


Ay 


( 2 ) 


donde las anteriores derivadas parciales se evalúan en (x,y). De (1) y 
(2) vemos que la irnágen del rectángulo A sobre el plano xy es aproxi¬ 
madamente un paralelogramo en el espacio con vértice en (x, y, z) y lados 
(1, 0, z x ) Ax, (0,1, z y ) Ay. El área S es entonces aproximadamente igual 
al área de este paralelogramo. Es decir: 


S 


1(1,0, z x ) Ax x (0,1, Zy) Ay\ 


i j k 

10 z x 
0 1 Zy 


AxAy = | {-z x ,z y , 1)| AxA y 


yjzl + zl + lAxA y = yJzl + zl + lA (3) 


Por tanto, de (3) y la definción de integral de superficie, tenemos: 



cj> (x, y, z) dS 


lim {(j){x l ,y 2 ,z 2 ) Si + ... + 4>{x n ,y n ,z n ) S n ) 


= Jfirn^ (j) (xi, 2 / 2 , z 2 ) yjz% + z% + 1 Ai + ... + <j) (x n , y n , z n ) yjz% + z% + 1A„ 

= JJ <t> (x, y,z)yjl + zl+ ZydA (4) 

que es la fórmula buscada. Si la superficie S está dada por una ecuación 
de la forma F (x, y, z ) = c, entonces reemplazando en (4) las expresiones 

F F 

± x ± y 

Zx ~~F~ z ’ Zy = ~F¡ 
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obtenemos la fórmula 


rr rr , ¡F 2 + F 2 + F 2 

JJ ^<t>(x,y,z)dS = JJ J>{x,y,z) -- dA (5) 

GRADIENTE. DIVERGENCIA. ROTACIONAL 

34. Mostrar que el rotacional del gradiente es nulo, es decir 

V x (V/) = 0 

Solución. Como el gradiente de / (x, y, z ) es 

/a/ d¿ d¿ 

\¿te’ dy' dz 


el rotacional de este gradiente es 


Vx(V/) = 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

dj_ dj_ dj_ 

dx dy dz 


= (&f_ _&]_ &j__ d 2 f \ 

\ dydz dzdy ’ dzdx dxdy ’ dxdy dydx ) 


suponiendo que las derivadas parciales son continuas, (esto hace que 


d 2 f 

dzdy 


d 2 f 

dydz 


, por ejemplo). 


Nota. Se sobreentiende que la función / es de R 3 en R. 
35. Mostrar que la divergencia del rotacional es nula, es decir 

V o (V x F) = 0 

Solución. El rotacional de F ( x , y, z) = (í\, F 2 , F 3 ) es 


V x F = 


i 

d 

j 

d 

k 

d 

(dF 3 

dF 2 dF\ 

dF 3 dF 2 

dFA 

dx 

dy 

dz 

V dy 

dz ’ dz 

dx 1 dx 

dy ) 

Fi 

F 2 

f 3 






y la divergencia del rotacional es 

„ (T7 _ d (dF 3 dF 2 

° ( X ^ dx V dy dz 


d_ ídT\ _ dFs 
dy \ dz dx 


d_ ídF2 _ dF\ 
dz \ dx dy 


d 2 F 3 d 2 F 2 d 2 F 1 d 2 F 3 d 2 F 2 d 2 F x 

dxdy dxdz dydz dydx dzdx dzdy 

suponiendo que las derivadas parciales so continuas. 

TEOREMA DE STORES 


= 0 
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36. Verificar el teorema de Stokes para F = yí — zj +xk, siendo S la superficie 
del paraboloide 2=1 — (cc 2 + y 2 ) con 2 > 0 y C su contorno. 

Solución. Por un lado, calculemos la integral de superficie. De la ecuación 
de la superficie S, x 2 + y 2 + z = 1, obtenemos el vector normal unitario. 


VF (2x,2y,l) 

n = :-r = — , 

|VF| sjIx 2 + Ay 2 + 1 

el rotacional de F es 


V x F = 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

y —2 x 


Por tanto, teniendo en cuenta que la proyección de S sobre el plano xy es 
la región A limitada por x 2 + y 2 = 1 (Figura 7.41) obtenemos: 


(V x F) o ndS = í í (i — j — k^j o 


(2x,2y, 1) 


a/ 4a: 2 + 4 y 2 + 1 

( 2x 2y 1 ' ) \J z l + z l + ldxd V 


z x + z y + 1 dxdy 


A \J4x 2 + 4 y 2 + 1 
JJ {2x — 2y — 1) dxdy (pasando a coordenadas polares) 

/ 27T /* 1 

/ (2r eos 0 — 2r sin 0 — 1) rdrd9 

o J o 


2 1 

- (sin 6 + eos 0) — -0 
o z 


2 7T 


Por otro lado, calculamos la integral curvilínea. La curva C, que limita a 
la superficie S es la circunferencia x 2 + y 2 = 1, 2 = 0. Entonces 

f F o dr = í ydx — zdy + xdz = í ydx 


por ser 2 = 0, dz = 0 en C 


JJ (0 — 1) dxdy 


aplicando el teorema de Green en el plano 




rdrdd = 



2 


1 f 2 * 

d0 = -- / dO = —7r 

2 J o 


Esto muestra que el Teorema de Stokes se verifica 



(V x F) o ndS = — 7 r = 


/ F o dr 

J G 
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37. Calcular 


(V x F)ond,S, siendo F = (y 


de las cinco caras del cubo 0 < x < 2, 0 < y 
en el plano xy. 


— z) i + yzj — xzk y S consta 
< 2, 0 < 2 < 2 sin la situada 



r 

Fig. 7.43 



z 



G 

1 


F 

E 





C , 

/ 



y 


► 1 

X Fig. 7.44 


B 


Solución. La curva C que limita a la superficie es el contorno del cuadrado 
A sobre el plano xy con vértices en (0, 0), (2, 0), (2,2), (0, 2) (Figura 7.42). 
Aplicando el teorema de Stokes tenemos: 



(V x F)ondS 



z ) dx+yzdy—xzdz 



(por ser z = 0, dz = 0 en C). 


JJ (0 — 1) dxdy (aplicando el teorema de Creen). 
dxdy = —4 


A 

r-2 r 2 


OJO 


38. Calcular 


(V x F) o ndS, siendo F = (x — z) i + (x 3 + yz) j — 3xy 2 k 


J J s 

y S es la superficie del cono z = 2 — \Jx 2 + y 2 encima del plano xy. 
Solución. La curva C que limita a la superficie S es la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 (Figura 7.43). Aplicando el teorema de Stokes tenemos: 



(VoF)o ndS 


F o dr = 



z) dx + (x 3 + yz) dy — 3xy 2 dz 


/ xdx + x 3 dy (por ser 2 = 0, dz = 0) 

J c 



( 3x 2 — 0) dxdy (aplicando 


el teorema de Creen) 
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donde A es el círculo limitado por C. Pasando a polares tenemos: 

(>2tt p2 f-2n 4 |2 


f Z7f r í 

3r 2 eos 2 0 • rdrdO = 3 / — eos 2 6 dO = 12 / 

o J o 4 n 7 i 


o 


o 


n2-K 


dO = 12 / eos OdO 
o */ o 


>+ 


sin 20 


= 7T 


39. Mostrar que j> F o dr = 0 en toda curva cerrada C, si V x F = 0. 

Solución. Si V x F = 0, entonces aplicando el teorema de Stokes tenemos: 


F o dr = / / ('V x F) o ndS = 


0 dS = 0 


donde S es una superficie abierta de dos caras limitada por C. 

Nota. Se puede demostrar que V x F = 0 es condición necesaria y 


suficiente para que ® F o dr = 0 en toda curva cerrada C. 


De las funciones cuyo rotacional es nulo, V x F = 0, se suele decir que son 
irrotacional; a partir del Ejercicio 38 es fácil demostrar que las integrales 


curvilíneas ® F o dr son independentes del camino si F es irrotacional. 


Por ejemplo, las funciones / (r) r, donde r = \/x 1 + y 2 + z 2 , r = (x, y , z) 
y / es derivable, son irrotacionales. Por otra parte, si F es irrotacional, 
la expresión F o dr es una diferencial exacta. El estudio de estos y otros 
temas corresponden a un curso de Análisis Vectorial. 

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 


40. Verificar el teorema de la divergencia para F = x 2 i+y 2 j +z 2 k en la región 
V limitada por los planos x = 0, x = 1, y = 1, z = 0, z = 1. 

Solución. Por un lado, calculemos la integral de superficie sobre la super¬ 
ficie S que limita a V. La integral de superficie sobre S es la suma de las 
integrales de superficie sobre cada una de las caras del cubo V. (Figura 
7.44). 

Cara O ABC: Aquí n = — k y, por tanto, 


F o ndS = J J —z 2 dxdy = 0 (por ser z = 0 en la cara O ABC) 
OABC OABC 


Cara DEFG: Aquí n = k y, por tanto, 


JJ F o ndS = JJ z 2 dxdy (por ser OABC la proyección de la cara DEFG sobre el plano 
OABC 

= / / dxdy = 1 (por ser z = 1 en la cara DEFG). 

J o J o 


DEFG 
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Cara OCFG: Aquí n = — i y, por tanto, 


F o ndS = 


—x 2 dydz = 0 (por ser x 


OCFG OCFG 

Cara ABDE: Aquí n = i y, por tanto, 


0 en la cara OCFG) 


F o ndS — 


x 2 dydz 


ABDE 


OCFG 



= 1 


(Por ser OCFG la proyección ABDE sobre el plano yz, y i = 1 en la 
cara ABDE). 

Cara OADG: Aquí n = —j y, por tanto, 


F o ndS = 


— y 2 dydz = 0 (por ser y 


OADG OADG 

Cara BCEF: Aquí n = j y, por tanto, 


0 en la ara OADG) 


F o ndS = jj y dxdz = 
BCEF OADG 


1 r l 


dxdz = 1 


o J o 


(Por ser OADG la proyección de BCEF sobre el plano xz, y y = 1 en la 
cara BCEF). 

Luego, sumando 




Por otro lado, calculamos la integral triple sobre V : 

r»l pl pl 


0 J 0 J 0 

= 2 [ [ [x + y +^ ) dydx = 2 


m i p 1 p 1 

(2x + 2y + 2z) dzdydx = 2 / / (x + y)z + 

o J o J o 


y 


0 j o 
rl 


■ 2 


dx 


= 2 í (x + 1) dx = 

J o 


2 (x + l) 2 


= 3 


Por tanto, el teorema de la Divergencia se verifica: 


V • FdV = 3 = 


F o ndS 


i 

dydx 

o 
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41. Calcular 


F o ndS, siendo F = xy 2 i + x 2 yj + yk y S es la superficie 


del cilindro x 2 + y 2 = 1 y los planos z = 1, z = — 1. 
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(Por ser / / / zdV — zdV + zdV = / / / zdV — 

J J J v J J J V JJJ v JJJ v JJJ v 

0 donde V es la semiesfera superior y V es la semiesfera inferior). 

PROBLEMAS VARIOS DE TEOREMAS INTEGRALES 


zdV 


43. Si n es el vector normal exterior unitario a una superficie cerrada de área 
S, mostrar que 

r r r 

V o ndV = S 


Solución. Con F = n aplicando el teorema de la divergencia, así 


V o ndV = 


no ndS = 


dS = S 


44. Si H = V x F, mostrar que JJ H o ndS = 0 para cualquier superficie 
cerrada S. 

Solución. Aplicando el teorema de la Divergencia y teniendo en cuenta 
que 

V o (V x F) = 0 (ejercicio 34), 


tenemos 


H o ndS = V o HdV = V o (V x F) dV = 0 

s JJJ V JJJ V 


45. Si S es una superficie cerrada constituida por dos superficies abiertas So 
y Si, mostrar que 


(V x F) o ndS = - / / (V x F) o ndS 
Sq J Si 


Solución. Por el Ejercicio 42 tenemos 


(V x F) o ndS = 0 (1) 


pero, como 


(V x F) o ndS = (V xF) o ndS+ (V x F) o ndS (2) 

S J J Sq v J S i 


Entonces, de (1) y (2) obtenemos la relación pedida 


(V x F) o ndS = (V x F) o ndS 

So ** J Si 
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46. Calcular 



(V x F) o ndS, siendo F 


(y + z)i — xzj + y 2 k y S la 


superficie de la región del primer octante limitada por 2x + z = 6, y = 2 
que no queda en el plano xy. 

Solución. Este problema podemos resolver elegantemente de dos maneras: 
Procedimiento 1 . Aplicando el teorema de Stokes a la superficie S y su 
contorno C (Figura 7.46a) tenemos 



(V x F)ondS 


Fodr = 


c 


/ (:y + z) dx—xzdy+y 2 dz 

c 


/ ydx 

J c 


(por ser z = 0, dz = 0 en C) 



(0 — 1) dxdy (por teorema de Creen) 



-6 


Procedimiento 2. Por el Ejercicio 44, la integral sobre la superficie S 
es igual a la integral sobre la ”tapa” Si que está en el plano xy pero con 
signo cambiado (Figura 7.46b); es decir 



(V x F) o ndS 


JJ (V x F) o ndS 

JJ ^(2 y + x) i + j - (1 + z) kj o dS 


dS 


s i 


(por ser i o k = j o k = 0, k o k = 1, y z = 0 en S\) 


= — (área de Si) = — (3 • 2) = —6 


7.15 EJERCICIOS PROPUESTOS 


CALCULO DIRECTO DE INTEGRALES CURVILINEAS 

r( 1,1) 

1. Calcular / y/ydx + (x — y) dy a lo largo de la recta x — y. 

J (0.0) 

x 2 ydx + ( x 2 — y 2 ) dy a lo largo de a) y = 3x 2 , b) y = 3x. 

r IX, 

3. Calcular / (5 xy — 6x 2 ) dx + (2 y — 4x) dy a lo largo de y = x 3 . 

J (id) 

A C3) 

4. Calcular / (2x — y 2 ) dx + (y — x 2 ) dy a lo largo de los segmentos a) 

J (id) 

de (1,1) a (3,1) y de (3,1) a (3,4); b) de (1,1) a (1,4) y de (1,4) a (3,4). 



A i,i) 

Calcular 

J 

' (o,o) 


r( 1,3) 

Calcular 

J 

' (0,0) 


r( 2,8) 

Calcular 

J 

' (1,1) 


r( 4,3) 

Calcular 

' (1,1) 
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5. Calcular f ( x 2 + y 2 ) dx - 2xi/dy, donde C está dada paramétricamente 

J c 

por x = t, y = t 2 — t, y t varía de t = 1 a t = 2. 

6 . Calcular / x 2 dx + y 2 dy, donde C está dada por x = siní, y = eos t, 

J C 

desde (1,0) a (0,1). 


7. 


r( 1,1) 

Calcular / x 2 dx + y 2 dy, a lo largo de a) la recta x = y, b) la parábola 

J (o,o) 

x = y 2 , c) la parábola y = a; 2 , d) la cúbica x = t. y = t 3 . 
rOA) 

8. Calcular / (a; — 2y) dx + (x + 2y) dx, a lo largo de a) la parábola y = 

J (id) 

x 2 , b) de una recta, c) de los segmentos de (1,1) a (2,1) y de (2,1) a (2,4), 
d) de la curva x = t 2 + 1, y = 2t 2 +1 + 1. 

9. Calcular ^ (2* + „>) * + <% - 14*) dy, donde C as el contorno de la 
región limitada por y — x 2 , x = y 2 . 

10. Calcular^" (y — 2x) dx + (3x + 2y) dy, donde C es la circunferencia x 2 + 
y 2 = 4. 

11. Calcular / (2 y + 3) dx + xzdy + (yz — x) dz, a lo largo de la curva C 

J C 

dada por x — 2 1 2 , y = t, z = t 3 desde t = 0 a t = 1. 

12. Calcular / 3x 2 dx+(2xz — y) dy+zdz, a lo largo a) de la línea de (0, 0, 0) 

J c 

a (2,1,3), b) la curva x = 2 1 2 , y = t, z = 4í 2 — t desde t = 0 a t = 1, c) la 
curva definida por x 2 = 4 y, 3x 3 = 8 z desde x = 0 a x = 2. 

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 

13. Verificar el teorema de Green en el plano para / ( 3x 2 — 8 y 2 ) dx+(4y — 6 xy) dy, 

J c 

donde C es la región limitada por: a) y = yfx, y = x 2 , b) x = 0, y = 0 y 
x + y = 1. 

14. Comprobar el teorema de Green en el plano para / xy 2 dx+(x ? ’ — x 2 y) dy, 

J c 

siendo C el triángulo de vértices (0,0), (—1,1), (1,1). 


15. Comprobar el teorema de Green en el plano para 


(3x + 4 y) dx 


(2x — 3 y) dy, siendo C la circunferencia centrada en el origen de radio 
dos. 
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16. Calcular f ( x 2 - 2 xy) dx + (x 2 y + 3) dy alrededor del contorno C de la 

J G 

región limitada por y 2 = 8x, x = 2, a) directamente, b) usando el teorema 
de Creen. 

17. Calcular í (x 2 + y 2 ) dx+ (2 x + y 2 ) dy, donde C es el contorno del cuadrado 

J c 

con vértices (1,1), (2,1), (2,2), (1,2). 

18. Calcular / (2x + y)dx + x 2 ydy, donde C es el contorno de la región 

J C 

limitada por x = 0, y = 0, y = 1 — x 2 y x 2 + y 2 = 9. 

19. Calcular f (2x - y 3 ) dx - xydy, donde C es el contorno de la región 

J c 

limitada por las circunferencias x 2 + y 2 — 1 y x 2 + y 2 = 9. 


20. Calcular 


dy , a lo largo de la circunferencia cen- 


J c (1 + x) (1 + x) 
trada en (0,1) y de radio 1. 

AREA ENCERRADA POR UNA CURVA 

21. Hallar el área del círculo limitado por x 2 + y 2 — R 2 . 

22. Mostrar que, pasando a coordenadas polares, la forma que da el área 
encerrada por una curva C es 


area = - 


23. Hallar el área de ambas hojas de la lenmiscata r 2 = a 2 eos 2 9. 

24. Hallar el área de la hoja de Descartes a; 3 + y 3 = 3 axy, a > 0 (ver figura 
adjunta) (Sugerencia: Hacer y = tx y obtenerla ecuación paramétrica de 
la curva. Luego usar el hecho 


^ fe ^ ~ ydX = ^ fe X2<í = \ f x ^ dt 


25. Si C es el contorno de una región de área A, mostrar que 

aydx + bxdy = (b — a) A 

INDEPENDENCIA DEL CAMBIO DE INTEGRACION 

r( 2,3) 

26. a) Mostrar que / (x + y) dx + (x — y) dy es independiente del camino 

J (0,1) 

que une (0,1) con (2, 3) b) calcular la integral. 
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r( 1 , 2 ) 

27. Mostrar que / (a: 2 + y 2 ) dx + 2xydy es independiente del camino, cal- 

J (0.1) 

cular su valor. 

28. Calcular f (2 xy 3 - y 2 eos x) dx + (l - 2y sin ¡c + 3a; V) dy a lo largo de 

J c 

la parábola 2x = ny 2 desde (0,0) a (7r/2,1). 

29. Calcular la integral curvilínea del problema anterior en torno a un paralel- 
ogramo de vértices (0,0), (3,0), (5,2), (2,2). 

30. Calcular / 3a : 2 y 2 dx + 2x 3 ydy a lo largo de la circunferencia de centro 

J c 

en el origen y de radio R. 

En los siguientes ejercicios para P (x, y) y Q (x, y) dados, a) mostrar que 
Pdx + Qdy es una diferencial exacta y determinar </> (x, y) tal que d</> = 

r{c,d) 

Pdx + Qdy b) Calcular / Pdx + Qdy. 

J (a, b) 

31. J Pdx + Qdy = 2xydx + x 2 dy, (a, b) = (0, 0) y (c, d) = (1,4). 

32. J Pdx + Qdy = ( xdy — ydx) /x 2 , (a, b) = (1, 0) y (c, d) = (3, 2). 

33. J (xdx — ydy) / (x 2 + y 2 ), (a, b) = (1,0) y (c, d) = (3,5). 

34. J e x dx + e~ v dy, (a, b) = (0, 0) y (c, d) = (;x , 3). 

35. / Pdx + Qdy = (2xy — y 3 ) dx + (a; 2 — 3a :y 2 ) dy, (a, b) = (0,0) y (c, d) = 
(3,1). 

INTEGRALES DE SUPERFICIE 


36. Calcular JJ zdS, donde S es la superficie del tetraedro limitado por 
x = 0, y = 0, 2 = 0, x + 2y + 3z = 6. 

37. Calcular í f (a; 2 + y 2 ) dS , donde S es la superficie lateral del cono z 2 = 


3 (x 2 + y 2 ), 0 < z < 3. 

38. Calcular JJ ( x 2 + y 2 ) dS , donde S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 . 

f f x 2 y 2 

39. Calcular / / zdxdy, donde S es la cara exterior del elipsoide —r + ((v + 

.1.1 <? a- o- 


c 2 1- 

ÁREA DE UNA SUPERFICIE 
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40. Calcular el área de la región del plano x — 2 + 3z = 0 limitado por el 
cilindro x 2 + y 2 = 4. 

41. Calcular el área de la superficie lateral de un cilindro de radio y altura h. 

42. Calcular el área del plano 2x + y + 2z = 16 limitada por a) x = 0, y = 0, 
x = 2, y = 3, b) x = 0, y = 0 y x 2 + y 2 = 64. 

43. Hallar el área de la superficie del paraboloide 2z = x 2 +y 2 que queda fuera 
del cono z = \/ x 2 + y 2 . 

44. Hallar el área de la superficie del cono z 2 = 3 (a; 2 + y 2 ) limitado por el 
paraboloide z = x 2 + y 2 . 

45. Hallar el área de la superficie común a los cilindros x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + z 2 = 
a 2 . 

46. Hallar el área de la superficie x 2 + y 2 + z 2 = a 2 dentro del cono z tan a = 
\Jx 2 + y 2 , 0 < a < 7r/2. Utilizar este resultado para averiguar el área de 
una superficie semiesférica. 

GRADIENTE. DIVERGENCIA. ROTACIONAL 

Demostrar: 


47. V (/ + <?) = Vf + Vg. 

48. V o (F + G) = V o F + V o G. 


49. V x (F + G) = V x F + V x G 


50. V x (V/) = v 2 / = 0 + 0 + 0. 

Q 2 ¿)2 q 2 

Nota. V 2 = —+ —— + —— se llama operador Laplaciano. 
ax ¿ ay~ oz ¿ 

51. Demostrar V x (V x F) = V (V o F) — V 2 F. 

Nota. Esta fórmula relaciona el gradiente, la divergencia y el rotacional. 

52. Si / = xy + yz + zx , y F = x 2 yi + y 2 zj+ z 2 xk; hallar a) FoV/, b) /Vo/, 
c ) í^ 7 /) x / en e l punto (3, —1, 2). 

53. Verificar el resultado del Ejercicio 51 si F = 1>xz 2 i — yzj + {x + 2z) k. 

TEOREMA DE STORES 


54. Verificar el teo rema de Sto kes para F — xi + yj + zk y S es la semiesfera 
superior z = \J\ — x 2 — y 2 , z > 0. 

55. Verificar el teorema de Stokes para F = (y — z + 2) i + ( yz + 4) j — xzk, si 
S es la superficie del cubo a: = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 2, z = 2 sobre 
el plano xy. 
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56. Calcular / / (V x F) o ndS, siendo F (x — z) i + (x 3 + yz ) j — 3xy 2 k, y 


S es la superficie del cono z = 2 — sjx 2 + y 2 encima del plano 


xy. 


57. Calcular JJ (V x F)ondS , donde F = (x 2 + y — 4) i+3xyj+(2xz + z 2 ) fe, 

y S 1 es la superficie de a) el hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 16 sobre el plano 
xy , b) el paraboloide z = A — (x 2 + y 2 ) sobre el plano xy. 

58. Calcular JJ (V x F) o ndS, sobre la superficie de intersección de los 

cilindros x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + z 2 = a 2 que está incluida en el primer octante. 

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 

59. Verificar el teorema de la Divergencia para F = (2 xy + z) i + y 2 j — 

(x + 3 y) fe, en la región limitada por 2x + 2y + z = 6, x = 0, y — 0, 
z = 0. 

60. Verificar el teorema de la Divergencia para F = 2 x 2 yi — y 2 j + Axz 2 k, en 
la región V del primer octante limitada por y 2 + z 2 =9, x = 2. 


61. Calcular JJ FondS , donde F = (z 2 — x) i—xyj+3zk y S es la superficie 
de la región limitada por z = 4 — y 2 , x = 0, x = 3, y el plano xy. 

62. Calcular JJ fo ndS, donde a) S es la esfera de radio 2, centrada en el 
origen, b) S es la superficie del cubo x = —1, y = —1, 2 = —1, x = 1, 

y = 1, z = 1. 


63. Demostrar que 


ndS = 0, siendo n la normal exterior a una superficie 


cerrada cualquiera S. 
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Chapter 8 


SUCESIONES Y SERIES 


8.1 INTRODUCCIÓN 

La paradoja de Zenón de Elea 

Zenón de Elea (495-435 a. de C.), filósofo griego, pus a prueba la matemática 
de su tiempo por medio de ingeniosas paradojas. Una de ellas afirma que ”un 
corredor no puede alcanzar nunca la meta porque siempre ha de recorrer la 
mitad de una distancia antes de recorrer la distancia total. Es decir, cuando 
haya recorrido la primera mitad le quedará por recorrer todavía la otra mitad. 
Cuando haya recorrido la mitad de ésta, le quedará todavia la cuarta parte, 
cuando haya recorrido la mitad de esta cuarta parte le quedará la octava parte, 
y así sucesivamente e indefinidamente. Es decir, el corredor no llegará nunca a 
la meta”. 


META 


1/8 1/4 1/2 

Fig. 8.1 


IrvfQ 


i 


Para analizar el razonamiento de Zenón de Elea designemos por 1 el lu¬ 
gar donde se encuentra inicialmente el corredor y por 0 la meta (Figura 8.1). 
Supongamos que el corredor corre a velocidad constante y necesita T minutos 
para llegar la primera mitad del recorrido -de 1 a para el siguiente cuarto 
de recorrido necesitará % minutos -de ^ a |- y, en genera, para correr de ^ 
a T^-pf necesitará ^ minutos. Como para recorrer por separado cada una de 
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estas partes se necesita cierta cantidad de tiempo, es natural decir que el tiempo 
necesario para recorrer todo el trayecto -de 1 a 0- y llegar a la meta ha de ser la 
suma total de todas estas cantidades de tiempo. Simbólicamente, esta "suma” 
se puede expresar por 


T 


T T T 

2 + 4 + - + F + 


( 8 . 1 ) 


Por otra parte, si en el análisis de la paradoja de Zenón suponemos que debido 
al cansancio la velocidad del corredor decrece gradualmente de modo que 
necesita T minutos para recorrer de 1 a minutos para ir de \ j 

minutos para ir de \ a y en general ^ minutos para ir de 2r }_, a El 
tiempo que necesitará ahora el corredor para llegar a la meta estará expresado 
por 


m T 
T+ 2 


T 

3 


( 8 . 2 ) 


En este capítulo se estudian ” sumas infinitas” como (1), (2); en particular se 
establece que la suma infinita (1) es igual a 2 T (entonces, el corredor llega a la 
meta y lo hace en 2 T minutos) y que la suma (2) crece sin control a medida 
que tomamos más términos en la suma (es decir, el corredor no llega nunca a la 
meta, tal como afirmaba Zenón de Elea, cuando su velocidad decrece del modo 
referido). 


8.2 SUCESIONES 

Una función que a cada número natural natural n asigna un término a (n) ó a n 
se llama sucesión. 

El término a n se llama término n-ésimo de la sucesión, y la sucesión misma 
se representa por {a n }. 

Ejemplo 8.1. El conjunto 1, 2 , j, es una sucesión, su término n-ésimo 
es a n = ^. 

Nota. Notamos que aunque una sucesión es por definición una función, se 
la representa como como un conjunto. 


8.3 LIMITE DE UNA SUCESIÓN 

Se dice que L es el límite de una sucesión {a„} si a medida que n crece, los 
términos a n se aproximan cada vez más o son iguales a L. Es decir, si para todo 
e > 0 existe N tal que 

| a n — L | < e, para n> N 

(En la figura 8.2 se ilustra gráficamente la definición del límite de una sucesión). 

Si una sucesión tiene límite se dice que converge y si no tiene límites se 
dice que diverge. 

Ejemplo 2. a) La sucesión j, g, ... converge a cero. 

Pues a n = Á¡ y linr „ l „ = 0. 
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b) La sucesión 1, —1, 1, —1, ... diverge (no converge), pues a n = (—1)” 1 y 
lim (— 1 )" 1 no existe. 

n—*o o 

Las sucesiones que como ésta van tomando alternadamente valores mayores 
y menores sin tender a ningún límite, se llaman oscilantes. 

8.3.1 Propiedades 

Muchas propiedades de las sucesiones son análogas a la de las funciones. Por 
ejemplo, si lim a n = A y lim b n = B , entonces: 

n—*oo n —xx) 

1 . lim ( ka n ) = k lim a n = kA, k constante. 

n—xx) n—>oo 

2. lim (a n ± b n ) = lim a n ± lim b n = A + B. 

n—> oo n—> oo n—> oo 

3. lim (a„ • b n ) = lim a n ■ lim b n = A ■ B. 

n—> oo oo n—>oo 

( \ lim . 

1^) = (ghL = 5 , si B ¿ 0, y b n ± 0. 

Además, algunas propiedades particularmente útiles para realizar un estudio 
analítico de las sucesiones son: 

5. Toda sucesión acotada, creciente o decreciente, es convergente. 

6 . Toda sucesión no acotada es divergente. 

7. El carácter de una sucesión convergente (o divergente) no cambia al 
eliminar un número finito de sus términos. 

8 . El límite de una sucesión convergente es único. 


8.4 SERIES 

A la sucesión {>!?„}, donde S n es la suma de los n primeros términos de otra 
sucesión {a n } 

Sn = cii + ai + ... + a n 

se llama serie, y generalmente se simboliza por a„, o también por 

OO 

'y ( a n = ai + Ü2 + 03 + ••• (8.3) 

n— 1 

Al término a n se llama término general de la serie (3). 

Si la serie (3) converge hacia L se dice que L es la suma de dicha serie; se 
escribe 

OO 

^ ' 0> n — L 

n =1 


8.4.1 Series especiales 

Algunas series especiales son: 

1. La serie geométrica de razón r 

a + ar + ar 2 + ar 3 + ... 



306 


CHAPTER 8. SUCESIONES Y SERIES 


converge si |r| < 1, y diverge si |r| > 1. Más aún, cuando converge su límite se 
determina fácilmente: 


a + ar + ar 2 + ar 3 + ... =-, Irl < 1 

1 — r 


2. La serie Armónica 


, 1 1 1 

1+ 2 + 3 + 4 + - 


es divergente. 

3. La serie p de Rienrann 

, 1 1 1 

1 + — h —-I— -b ••• 

2 p 3 p 4 p 

converge si p > 1, y diverge si p < 1 (ver Ejercicio 18). 


(8.4) 

(8.5) 


( 8 . 6 ) 


8.5 CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

En algunos casos, cnro para la serie geométrica, no solamente se sabe que la 
serie converge sino que también se conoce el límite a cual converge; sin em¬ 
bargo, en general es nruy difícil averiguar el límite de una serie convergente. 
Existen algunos criterios que permiten determinar en muchos casos el carácter 
(convergente o divergente) de una serie. 

Para las series )T) a n de términos positivos, a n > 0, se tienen los siguientes 
criterios: 

1. Criterio de divergencia. 

Si lim a n ^ 0, entonces la serie E a « es divergente (ver ejercicio 9 y 10). 

2. Criterio de comparación. Si a n < b n , entonces: 

a) La serie a n converge si b n converge. 

b) La serie ]T) b n diverge si Y2 a n diverge (ver ejercicio 11). 

Para utilizar este criterio se debe conocer muchas series convergentes y di¬ 
vergentes con las cuales poder comparar. La serie p de Riemann suele ser muy 
útil. Ver ejercicio 41. 

3. Criterio de comparación por el cociente. Si 

lim a C- = L ^ 0 ó oo 

n —k>o b n 

Entonces las series ^ a n , E 0 ambas convergen o ambas divergen. 

Como en el anterior criterio, para aplicar este criterio debemos conocer la 
convergencia o divergencia de muchas series (ver ejercicio 12). 

4. Criterio del cociente (o de D’alembert). Si 

lim a A±l = £, 

«—* oo a n 

Entonces la serie E a « converge si L < 1, diverge si L > 1. Si L = 1 el criterio 
falla. 
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Al aplicar este criterio es útil tener en cuenta que 
lim \fñ = 1 y linr yfc. = 1, 

n—» oo n—> oo 


c constante. 

6. Criterio de Raabe. Si 


lim n (1 -A+i^j = ¿ 

n^oo \ a n ) 

entonces la serie a n converge si L > 1, diverge si L < 1, si L = 1 el criterio 
falla (ver ejercicio 42). 

Al aplicar los anteriores criterios se puede usar la regla de L’hopital para 
calcular los límites. 

7. Criterio de Gauss. Si 


a «+1 
a n 


1 -- + T2 


n 


n* 


y 


lim c n = A (número) 

n —>oo 


entonces la serie a n converge si L > 1, diverge si L < 1. 

Este criterio se usa cuando falla el de Raabe (ver ejercicio 43). 

8. Criterio de la Integral. Si / (n) = a n , para n> N, entonces la serie a n 
es convergente o divergente según que la integral 



/ {x) dx 


sea convergente o divergente. En general se suele tomar iV = 1. 

Nota. Es necesario precisar que para aplicar el criterio de la integral, la 
función / (x) debe ser positiva, continua y decreciente para x > N (ver ejercicios 
17 y 18). 


8.5.1 Casos en que se debe aplicar un criterio de conver¬ 
gencia 

Cuando el término general a n de una serie de términos positivos está formado 
solamente por polinomios o raíces de polinomios, se aplica el criterio de com¬ 
paración por el cociente usando la serie p de Riemann para comparar. Cuando 
el término general a n está formado por factoriales y potencias enésimas se aplica 
el criterio del cociente. Cuadno el criterio general a n está formado solamente 
por potencias n-ésimas se aplica el criterio de la Raíz. Estas recomendaciones 
son, obviamente, muy generales. 

Nota 1. Durante la aplicación de los criterios de convergencia frecuente¬ 
mente se debe calcular el límite de un cociente de dos potencias de n. Este tipo 
de límites se calculan fácilmente. Recordemos que si el exponente mayor del 
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numerador es más grande que el mayor del denominador, el límite del cociente 
es oo; si es más pequeño el límite es 0. En caso de que sean iguales el límite es 
el cociente de los coeficientes de los términos de mayor potencia. 

Ejemplos: 


1. 


linr 


n 4 + n — 1 
oo n 2 — 2n + 3 


= oo. 


2 . 


lim ~2 -TT 

n —>oo n z — n + 1 


= 0. 


3. 


lim 

n—> oo 


3n 3 - 1 
2 n 3 + n — 1 


3 

2 


4. Generalmente, cuando se aplica el criterio de comparación por el cociente, 
la serie dada se compara con la serie p de Riemann: ^ \, donde p es 
igual a la diferencia entre los exponentes mayores tanto del numerador 
como del denominador. 


Ejemplo. Dada la serie n3/ ”_^ +1 , la comparamos con la serie ñb?i 
puesto que 


2n— 1 


lim 

n—> oo 


n 3 / 2 —n+1 

1 

n 1 / 2 


2n 3/2 _ n r /2 
hm , - 

n^oo no/2 _ yi -j- 1 


2 (número) 


8.6 SERIES ALTERNAS 


Son las series de términos alternadamente positivos y negativos. 
Ejemplo 3. La serie 


1 - 1 + 1 - - 
2 4 8 


..•+(-ir 1 4 


es una serie alternada. 


8.6.1 Criterio de convergencia para series alternadas 

El siguiente es un criterio sumamente útil, en muchos casos, para determinar el 
carácter de una serie alternada: 

Si a n -|_i < a n , n = 1,2,..., entonces la serie alternada (—l) n 1 a n es 
convergente y lim a n = 0. 

n—> oo 

Ejemplo 4. Para la serie: 

1 =i- 1 + 1+ (8) 

' n 2 3 4 

tenemos a n — U 

Como -tt < 1 (es decir a ra+ i < a n ) y lim 1 = 0 (es decir lim a n = 0) 

1 71 n^-oo n n^oo 

entonces la serie (8)es convergente. 

Una cuestión que surge inmediatamente es si al agrupar en cualquier orden 
los términos de una serie alternada el carácter (convergente o divergente) de la 
serie no cambia. La respuesta es sorprendente. 
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8.7 CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDI¬ 
CIONAL 


En lugar de analizar la serie Y2 a n (alternada o no), podemos analizar la serie 
de valores absolutos \a n \. Si la serie de valores absolutos Y2 |a„| converge, se 
dice que la serie Y2 a n converge absolutamente. 

Si una serie alternada no es absolutamente convergente pero converge, se 
dice que la serie es condicionalmente convergente. 

Si una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente. 

Nota 2. Por supuesto, para averiguar si una serie es o no absolutamente 
convergente se aplica a la serie de valores absolutos E l a "l uno de los ocho 
criterios de convergencia para series de términos positivos de las pág. ## y 
##■ 

Nota 3. En la práctica, se comienza analizand si una serie alternada es 
absolutamente convergente. En caso de que lo sea, la serie es convergente de 
hecho; si la serie no es absolutamente convergente se estudia su convergencia 
por medio del Criterio de Convergencia para series alternadas. 

Ejemplo 5. Para la serie alternada 


1 

2 



1 

16 


+ ... (9) 


tenemos \a n \ = Y por el criterio del cociente: 


lim 

n —>oo 



lim 

n—>oo 



1 

2 


< 1 


La serie (9) es absolutamente convergente y, por tanto, convergente. 
Ejemplo 6. Para la serie 



1 

4 


+ ... ( 10 ) 


tenemos \a n \ = Entonces la serie de valores absolutos es la serie Armónica 


1 


1 1 1 
+ 2 + 3 + 4 


( 11 ) 


que como es sabido, es divergente. Entonces la serie (10) no es absolutamente 
convergente; sin embargo, por el ejemplo 4, sabemos que esta serie es conver¬ 
gente. Por tanto, la serie 


£(-D 


n—1 


1 _ 111 

n~ 1_ 2 + 3 - 4 


es condicionalmente convergente. 



310 


CHAPTER 8. SUCESIONES Y SERIES 


8.7.1 El límite de una serie alterna convergente 

En muchos casos se puede calcular con mucha precisión. De hecho, el error 
numérico que se comete al despreciar los términos que siguen a uno dado es 
menor que el valor absoluto del siguiente a éste. 

Lo anterior es cierto para las series alternadas )T (—1 ) n a n tales que a n +i < 
a n y lim a n = 0. 

n—> oo 

Ejemplo 7. Despreciando los términos siguientes al cuarto de la serie 





i 

6 


+ ... 


tenemos que la suma S de la serie es aproximadamente 


2 + 3 4 12 

el error cometido es menor que | = 0.2. 

Si una serie alternada es condicionalmente convergente se puede reagrupar 
sus términos para obtener una serie convergente a cualquier número elegido de 
antemano o, si se prefiere, que sea divergente. 

Esto no ocurre si la serie alternada es absolutamente convergente, en este 
caso los términos se pueden reagrupar en cualquier orden y las series resultantes 
son todas convergentes hacia la misma suma. 


8.8 SERIES DE POTENCIA 


Una serie de la forma 

OO 

^ ^ CL n X n = CLq + CL\X + CL 2 X ^ ~\~ (L^X^ H - ... (12) 

n —0 

donde ao, ai, a 2 , ... son constantes, se llama serie de potencias de x. 
Similarmente, una serie de la forma 

oo 

a n ( x — a) n — ao + a± (x — a) + ci 2 ( x — a) 2 + <23 (x — a ) 3 + ... (13) 

n—0 

se llama serie de potencias de (x — a). 

8.8.1 Intervalo de convergencia 

Para cada valor de x , la serie (12) ó (13) se convierte en una serie numérica 
convergente o divergente. En general, una serie de potencias de (x — a) converge 
en un intervalo |a: — ot| < R y diverge en \x — a| > R; en \x — a\ = R la serie 
puede o no converger. El intervalo donde la serie converge se llama precisamente 
intervalo de convergencia de la serie y i? es su radio de convergencia. El intervalo 
de convergencia puede o no incluir a los extremos. 
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En general, el intervalo de convergencia se puede encontrar por medio de 
criterio del Cociente. A veces es necesario usar otros criterios. 

Ejemplo 8. Determinar el intervalo de convergencia de 


X 2 X 3 x n 

1+ÍE+—- + ^r + ."H r 

2! 3! ni 


por el criterio del cociente. 


lim 

n —»oo 


q ra+ i x n+1 
a n x n 


lim 

n —>-oo 


x n+1 n\ 
(n + 1)! x n 


lim — = 0 < 1 

n—>oo TI 


entonces la serie es convergente para todos los valores de x, el intervalo de 
convergencia es 

\x\ < 00 


8.8.2 Desarrollo de funciones en series de potencias 

Si en el desarrollo de Taylor de / (x) en el punto x = a. 


f (x) = f ( a) + f (a) (x - a) + — ^ (x - a) 2 + ... + - — (x - a) n +R n (14) 


2 ! 


(donde el resto R n está dado por R n = (x — a) n+1 , con c entre x y a) 

se tiene que lim R n = 0; entonces (14) se puede expresar como una serie de 

n —»oo 

potencias de {x — a): 


f(x) = f (a) + f (a) (x~a) + - ^ {x - a) 2 + - (x - a) 3 + ... (15) 

esta serie se llama serie o desarrollo de Taylor de / (x) en el punto x = a. En 
el caso a = 0, es decir si el desarrollo es en el origen, se llama serie o desarrollo 
de Maclaurin de la función / (x). 

La igualdad (15) no se cumple necesariamente para todo valor de x, sino 
solamente en el intervalo de convergencia de la serie del segundo miembro. 


8.8.3 Algunas series de potencias importantes 

En la práctica se utilizan frecuente son: 

3 5 7 9 

1. sinx = a:^fr + fr — fr + fr--- » — oo < x < oo. 

2 4 6 8 

2. cosa: = 1— fr + fr^fr + fr--- > -oo < x < oo. 

3. e x = 1 + x + |y + ^ + fr + ... , —oo < x < oo. 

4. ln|l + x| =x- f + f- £ + £... , -1 <s< 1. 

5. arctana; = x — + T— T + fr —j —1 < a; < 1. 

6. Yry = 1 + x + x 2 + x A + x A + ... \x\ < 1. 

7 . (1 + xf = 1 +px + p -^x 2 + rte-VjP- 1 ) a? + ... 
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ésta es la llamada serie binómica. 

a) Si p es un número natural, la serie se reduce a un polinomio. 

b) Si p > 0, pero no entero, la serie converge (absolutamente) para — 1 < 
x < 1 . 

c) Si — 1 < p < 0, la serie converge para — 1 < x < 1. 

d) Si p < —1, la serie converge para — 1 < x < 1. 

Una serie de potencia se puede derivar e integrar término a término, en el 
interior del intervalo de convergencia. 

Ejemplo 8.9. Puesto que 


sin x = x — 


3! 


5! 


7! 



(16) 


entonces derivando tenemos 


eos x 


3a; 2 5x 4 7x 6 9a; 8 

¥T + “5! 7T + ¥P" 


1 - 


2 ! 


x 

¥ 


ar 

¥ 



(17) 


Como la serie (16) converge en — oo < x < oo; la serie (17) converge también en 

— 00 < X < 00 . 


8.9 EJERCICIOS PROPUESTOS 

1. Escribir los primeros cuatro términos de la sucesión {a n } con a) a n = 

" Kj a = l -1 )”" 1 

n 2_|_i •> ) n n \ 

Solución, a) Haciendo n = 1,2,3,4.; obtenemos 

12 3 4 

2’ 5’10’17’"' 

b) Haciendo n = 1,2,3,4; obtenemos 

lili 
1 ’ 2Í’ 3Í’ _ 4Í’ 

2. Escribir los primeros cuatro términos de la sucesión {a n } con 

(—1 p® 2 "- 1 
a " ~ 1.3.5... (2n — 1) 

Solución. Haciendo n = 1,2, 3,4; obtenemos 

q c; 7 

X X° X° X 

¥~3’ 1 • 3 - 5’ 1 • 3 • 5 • 7’ 
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3. Hallar los primeros 6 términos de la sucesión de Fibonacci {a n } con a„+ 2 = 
a n + 1 + a n y ai = 1 , a 2 = 1 . 

Solución. Puesto que ai = 1, a 2 = 1 tenemos 

03 = a 2 + ai = 1 + 1 = 2 

04 = 03 + a 2 = 2 + 1 — 3 

05 = 04 + 03 = 3 + 2 = 5 

0(1 = 05 + 04 = 5 + 3 = 8 


4. Determinar si la siguiente sucesión es convergente o divergente 

3 4 5 6 
2’ 3’4’ 5’ 


5. Solución. Observando los términos de la sucesión vemos que el término 
n-ésimo de la sucesión es a n = como lim = 1 la sucesión es 

n ~r 1 n—KXi 11-1-1 

convergente. Converge a 1. 


6. Determinar si la siguiente sucesión es convergente o divergente. 

1 3 5-7 

2 ’ ~ 4 ’ 6 ’ ~ 8 ~’ 

Solución. Observando los términos de la sucesión vemos que el término 
n-ésimo de la sucesión es a n = (—l)”^ 1 2 ^~ 1 ■ Puesto que 


lim (—1)" 1 

n—> 00 


2 n- 1 
2 n 


1, si n es impar 
— 1, si n es par 


deducimos que la sucesión no converge (diverge). Esta es una sucesión 
oscilante. 


7. Determinar la convergencia o divergencia de la sucesión cuyo término n- 
ésimo es a) a„ = 2 + ^ 2 , b) a n = nsin (i). 

Solución, a) Como 


lim a n 

n —>00 


lim 

n—> 00 



= 2 


la sucesión es convergente. Converge en 2. 
b) Como 

/ 1 \ . sin (i) 

lim a n = lim n sin — = lim -—— = 1 

n—> 00 n—> 00 V TI J n—> oo — 

v / n 

la sucesión es convergente. Converge a 1. 

8. Según la definición, mostrar que la sucesión 

2345 n+1 

!’ 2’ 3’ A'"’’ 


n 
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converge a 1. 

Solución. Sea e > 0; debemos encontrar un N tal que 


n + 1 


1 

1 

= 

— 

n 


n 


1 1 

-<£=>-< n 
n e 


vemos que podemos tomar N = 1 para que se cumpla (1). Luego, el límite 
de la sucesión dada es 1. (es decir, la sucesión converge a 1). 


9. Según la definición, mostrar que el límite de la sucesión 

2n — 4' 


3n + 2 


es f. 


Solución. Sea e > 0. Debemos encontrar un N tal que 

2 I 


ün 3 


< £, para n> N (1) 


considerando 


2n — 4 2 


-16 

3n + 2 3 


3(3n + 2) 


< £ 


16 — 2 e 


vemos que < 3n + 2, ° 9e g < n. Entonces podemos tomar N = 9e 
para que se cumpla (1). Luego, el límite de la sucesión dada es |. 

SERIES 

10. Determinar la convergencia o divergencia de las series a) 22 2 n , b) 22 Sil- 
Solución, a) El término general de la serie es a n = 2". Como 

lim a n = lim 2 n = oo ^ 0 

n—> oo n—> oo 

entonces la serie dada diverge. 

b) El término general de la serie es a n = . Como 

TI H - 1 

lim a n = lim -- = 1^0 

n—> oo n —>oo Tí — 1 

entonces la serie dada diverge. 

11. Determinar la convergencia o divergencia de las series a)¿C(l + -)",b) 

E^- 

Soludón. a) El término general de la serie es a n = (l + p) • Como 


lim a n = lim 1 + 


= e^0 


entonces la serie dada diverge. 

b) El término general de la serie es a n = -2=. Como 


lim a n = lim —= = n 

n —xx) n—too-y/n 
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entonces no podemos concluir nada. Sin embargo, a la serie dada la re¬ 
conocemos como una serie p de Riemann, pues 

v — = V — 

\Jñ n V 2 


con p = \- Como P < 1, la serie dada diverge. 

12. Aplicando el criteiro de Comparación, determinar la convergencia o diver- 

OO 

gencia de las series a) X) >>) ^ ¿. 

n =2 

Solución, a) Comparemos la serie dada con la serie p de Riemann X 772 - 
Como n ^+i) < ^2 y sabiendo que la serie X ¿ es convergente (por ser 
p = 2 > 1 ) deducimos que la serie dada también converge, 
b) Comparemos la serie dada con la serie Armónica X Como 

ln n < n => — < -— n = 2,3,4,... 
n in n 

entonces, por ser la serie Armónica divergente, deducimos que la serie 
dada es divergente. 


13. Aplicando el criterio de comparación por el cociente, determinar la con¬ 
vergencia o divergencia de las series a) X —^-r! b) X — , = . 

^n 2 +4’ ; ^ y/n{2n-l) 

Solución, a) Comparemos la serie dada con la serie convergente X “^ 7 - 

n- 

Como 

1 


lim 

n—>oo 


n 2 + 4 
1 


linr = 1 , 

n —>oo n 2 + 4 


(número), entonces la serie dada es convergente. 

Nota.- La serie X ^7 es convergente porque es una serie p de Riemann, 
con p = 2 > 1 . 

b) Comparemos la serie dada con la serie divergente X ~~¡=- Como 

VTi¬ 


lín! 

n—> oo 


i 

\Jn (2 n — 1) 

I 



lim 


= lim 


n *°° ^n (2 n — 1) n^oo\¡ 2n— 1 


= 0, 


(número), entonces, la serie dada es divergente. 


Nota. La serie X es divergente porque es una serie Riemann, con 
V n 
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14. Aplicando el criterio del cociente, determinar la convergencia o divergencia 
de las series a) E b ) E — + + ^ ■ 

Solución, a) Aplicando el criterio del Cociente tenemos 


y a n +1 ,. 

lim -= lim 


í 


n + 1 3 r 


oo y 3 n+1 


• — = lim - 


ln+l 1 


+oo 3 n 


= 3 <1 ’ 


entonces la serie dada es convergente, 
b) Aplicando el criterio del Cociente tenemos 


,. ci n + 1 (n + 2) (n + 3) 

lim -= lim 

n—> oo a„ 


ni 


n + 3 

= lnn - ft = 0 < 1, 


+oo (n+1)! (n+ 1) (n+ 2) ”-> 00 ( 71 + 1 ) 

entonces la serie dada es convergente. 

15. Aplicando el criterio del Cociente, determinar la convergencia o divergen¬ 


cia de las series a) E 


(l 11 2) 


b)E 


(n + 1) 2 r ‘ 
n\ 


Solución, a) Aplicando el criterio del Cociente tenemos 
lim 2ü±l = llm +±C,(l+r = lim 1 (n+1) 3 


n-> oo a n 


>(ln2) 


n+l 


+oo ln 2 n 3 


ln 2 


> 1, 


entonces, la serie dada es divergente, 
b) Aplicando el criterio del Cociente tenemos 


r a n+1 .. (77 + 2)2"+! 

lim - = lim 


n—>oo a n 


n\ 2 (ti + 2 ) 

. . - -r- = lnn -„ = O < 1, 

oo (ti + 1)! (n+1) 2" ” >°° (77 + 1)“ 


entonces, la serie dada es convergente. 

16. Aplicando el criterio de la Raíz, determinar la convergencia o divergencia 

de las siguientes series: a) E —, b) E tí - vñ- 

n n (ln n) 

Solución, a) Aplicando el criterio de la Raíz tenemos 

lim \fon = lim \ — = lim — = O < 1, 

n—* oo n—xx) y Tí n n—»oo Tí 


entonces, la serie dada es convergente, 
b) Aplicando el criterio de la Raíz tenemos 



n—>o o 



lim -- = O < 1 

n —kx> ln 77 


entonces, la serie dada es convergente. 
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17. Aplicando el criterio de la Raíz, determinar la convergencia o divergencia 
de las siguientes series 

a )V^r , b)V " 

' m 3 (n + 1) e n 

Solución, a) Aplicando el criterio de la Raíz tenemos 

_ /3 n 3 3 

lim y/cJJ = lim \ —^ = lim -~ = — = 3 > 1 

n —>oo n —>oo y 77,^ n —>00 ^ y^ñ) 1 

entonces, la serie dada es divergente, 
a) Aplicando el criterio de la Raíz tenemos 


lim = lim 


= lim 


^- = 1<1 


XXJLJLJL "W - lllii \ / \ - 11111 / ,-s - - \ JL 

n —>00 n —kx> y (n + 1) e n n^oo (\/n + 1) • e 1 • e e 

entonces, la serie dada es convergente. 

18. Aplicando el criterio de la Integral, determinar la convergencia o diver¬ 
gencia de las series 

a) V 2 ?1 ’ b ) E —7— ’ c ) E ne_ " 2 

' 77. — 1 ' 71 • ln 71 . ' 


TI X 

Solución, a) Como a n = —^tomando / (x) = —«-tenemos 

— 1 x^ — 1 

00 00 

/ /* -1 00 

/ (a:) dx = y ^2 _ x ^ = 2 ln + 
11 1 

= - [ln ( 00 ) — ln 2] = - (00 — ln 2) = oo 

Entonces, la serie dada diverge. 

b) Como a n = —--, tomamos / (x) = — - tenemos 

n ln n xmx 

OO OO 

J f{x)dx = J —— -dx = ln (lnx)|^° = ln [ln (oo) — ln (ln 2)] = < 
2 2 

entonces, la serie dada diverge. 

19. Como a n = ne - ” 2 , tomando / (x) = xe~ x2 tenemos 


/ (x) dx = xe x2 dx=--e x2 =--( 


e _ 00 _ e _n 


= — - (0 — e 1 ) = -e 1 (número) 


entonces, la serie dada converge. 
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20. Aplicando el criterio de la Integral, estudiar la convergencia de la serie p 
de Rieman. 

V- 

Y— i n P 

Solución. Como a n = —, tomemos la función / ( x ) = —. 

n p x p 


Si p ^ 1: 


dx 

x p 


~ p dx = 


A-p 


1 ~P 


A~p - i 
l -p 


00 

-1 
1 -p 


si p < 1 
si p > 1 


entonces, la serie diverge si p < 1 y converge si p > 1. 
Si p = 1: 

OO 

I — = ln x|^° = ln oo — ln 1 = oo 


entonces, la serie diverge si p = 1. 

21. Determinar si las series alternadas siguientes son condicional o absoluta¬ 
mente convergentes 

Solución, a) Primeramente averigüemos si la serie es absolutamente con¬ 
vergente. Aplicando el criterio del Cociente a la serie de valores absolutos 
tenemos 


lim 

n —»oo 


flfi-n 


= lim - J= • ^ 

n^0Cy/n+l 1 


= 1 


el criterio falla. Observando la serie de valores absolutos (sin signos neg¬ 
ativos) . 

y— 

vemos que se trata de una serie p de Rieman divergente (pues p = f), 
entonces la serie no es absolutamente convergente. Para ver si es condi¬ 
cionalmente convergente vamos a ver si se cumple 


como 


a n+ 1 <a n y lim a n = O 

n—*o o 


i 


\Jn + 1 


lim —¡= 

n—tooy/n 


< 



(es decir, a n+ 1 < a n ) y 


= O (es decir, lim a n = 0) 

n—> oo 
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Por tanto, la serie dada convergen condicionalmente. 

Nota. Se deduce que la serie es convergente, pero como no es absoluta¬ 
mente convergente decimos que es condicionalmente convergente, 
b) Primero averiguamos si la serie es absolutamente convergente (en tal 
caso ya no queda nada por hacer). Aplicando el criterio del cociente a la 
serie de valores absolutos tenemos 


lim 

n —xx) 


&n+1 
a n 


12" 1 1 

iim -—-r— = hm - = - < 1 
n —>oo 2""^ 1 n—>oo2 2 


Entonces, la serie dada es absolutamente convergente. 


22. Determinar si las series alternadas siguientes son condicional o absoluta¬ 
mente convergentes. 


Ec-ir 1 


i 

(2 n - l) 3 


, b )E(-ir _1 


1 

3n — 1 


Solución, a) Primeramente averigüemos si la serie es absolutamente con¬ 
vergente. Aplicando el criterio del Cociente a la serie de valores absolutos 
tenemos 


lim 

n—> oo 


a n +1 


= lim 


1 


(2n — l)" 


"^°° [2 (n + 1) — 1] 1 

= ii„ < 2 ”- i >; =1 

n^oo (2 n - l) d 

el criterio falla. 

Comparemos con la serie convergente ) — usando el criterio de Com- 
paración por el cociente. 


llm t 2 ": 1 ) = lim 


(2n — l) 3 2 3 


= —r (número) 


entonces, la serie dada es absolutamente convergente. 

b) Primero veamos si la serie es absolutamente convergente. Comparamos 

con la serie divergente > — aplicando el criterio de Comparación del 

n 

cociente: 

1 

3n -1 .. n 1 


lim 


= lim 


-- = - (número) 

- -L O 


entonces, la serie dada es absolutamente convergente. 



320 


CHAPTER 8. SUCESIONES Y SERIES 


23. Determinar si es condicional o absolutamente convergente la serie alter¬ 
nada 

y (-1)" 

2-—' n ln n 


Solución. Primero veamos si la serie es absolutamente convergente. Por el 
ejercicio 17b la serie de valores absolutos ^ ¿ n es divergente, entonces 
la serie alternada dada no es absolutamente convergente. Veamos si es 
condicionalmente convergente: 

Como 


1 

(n + 1) ln (n + 1) 


< 


1 

n ln n 


(es decir, a n+ 1 < a n ) 


y 

lim —-- = 0 (es decir, lim a n = 0) 

n^oo rl m TI n—>oo 

entonces, la serie dada es condicionalmente convergente. 
MISCELANEA DE PROBLEMAS SOBRE SERIES 

En los siguientes ejercicios estudiar la convergencia de la serie dada (es 
decir, determinar si es convergente o divergente cuando la serie es de tér¬ 
minos positivos, y la convergencia absoluta o condicional si la serie es 
alternada). 


_ . v—r ll 

24. > -. 

^ (n + 1) (n + 2) 

Solución. Como en el término general a n = ( n+1 ”( ra+2 ) solamente inter¬ 
vienen polinomios, apliquemos el criterio de Comparación por el cociente 
comparando la serie dada con la serie divergente ^ ). 


n o 

lim (ra+1 f +2) = lim ? _”_- 

n—>oc ± n— >oo (n + 1) (?r + 2) 


1 (número) 


entonces la serie dada es divergente. 


25 . 

Solución. Como en el término general a„ = -„ solamente inter- 

(2n + i) 2 

vienen polinomios, apliquemos el criterio de comparación por el cociente 
comparando la serie dada con la serie convergente Y' —r: 

— T) ¿ 


lim 

n—> oo 


i 

(2 71 + l) 2 

1 


n 


2 


lim 

n—> oo 


(2n + l) 2 


1 

22 


(numero) 


entonces la serie dada es convergente. 
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26. E—• 

^ e n 

Solución. Procedimiento 1. Aplicando el criterio del cociente tenemos> 

a n +1 y n+1 e n ín+1 1 

n—>oo a n n-too e^ 1 n n^oo e TI t 

entonces la serie es convergente. 

Procedimiento 2. Aplicando el criterio de la Raiz tenemos 


27. £ 


lim = lim 

n—» oo n —>oo 

entonces la serie es convergente. 
1 

'fñ 


\fñ 1 

= lim - = - < 1 

e" n—>oo e e 


Solución. Esta serie es simplemente una serie p de Rieman con p = - 

O 

como p < 1, la serie es divergente. 

28. y^—. 

' n” — 1 

Solución. Aplicando el criterio de la Raiz tenemos 


lim y/cd, = lim 

n —»oo n—> oo 


1 n 71 y/ñ 1 1 

- = lim * — = lim -= — = 0 < 1 

n n — 1 n—> oo V n n n—>o o n oo 


29. y 


entonces, la serie es convergente, 
(n + 1) (n + 2) 


7l! 


Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


r ün+i v (n + 2) (n + 3) 
lim - = lim 


ni 


y n + 3 

= lim -—r = 0 < 1 


n-* oo a„ n—>oo (n + 1)! (n+l)(n + 2) n ^°°(n+l) 2 

entonces la serie es convergente. 


so. y 


n! 


i' 


Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


„ /i n +i 

,. a n+1 y 4 

lim -= lim 


— = lim 


n—> oo a n n—>oo(n+l)! 4 n n—>oc n+1 

entonces la serie es convergente. 

_ q2n—1 

3i. y 4—. 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


= 0 < 1 


v a n+\ ,. 

lim - = lim 


^2n+l 


n 2 - n 3 2 (n 2 - n) 


= lim -E = 3 2 > 1 


n *°° a n oo ( n i) 2 _ (n + l) 3 2ra 1 n-> oo (n 2 + n) 

entonces la serie es divergente. 
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n + 1 
?^^/3n — 2 

Ti H - 1 

Solución. Como el término general a n = — . esta formado sola- 

n\/3n — 2 

mente por polinomios y raíces de polinomios, apliquemos el criterio de 

comparación por el cociente comparándola con la serie divergente Y] —: 

n 



lim 

n —xx) 


n + 1 
«V 3 n — 2 




(n + 1) \fñ 1 

inri - , = —= numero 

nV3n - 2 


entonces, la serie dada es divergente. 



Solución. Debido a la presencia de una potencia n-esima en el término 
general, aplicamos el criterio de la raíz: 



n —xx) 






34. £ 


entonces la serie es convergente. 
2 " 


n (n + 2) 

Solución. Aunque el término general presenta una potencia n-esima, es 
mas conveniente aplicar el criterio del cociente. 


2 11+1 n (n + 2) 


i. ^n+1 i. 

inn - = lim 

n^oo a„ n^oo (n + 1) [TI + 3) 2 r 

entonces, la serie es divergente. 


2 n (n + 2) 
n^oo (n + 1) (n + 3) 


= lim 


= 2 > 1 


35. £ 


. 1 
sin — 
n 


Solución. Comparándola con la serie divergente V] — tenemos 

n 


lim 

n—>oo 


. i 
sin — 
n 

T~ 


= 1 (numero) 


n 


entonces la serie dada es divergente. 


\ - n 2 + 
n 3 + 1 


Solución. Como el término general esta formado solamente por polinomios, 
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la comparamos con la serie divergente Y —: 

n 


n 2 + 1 

ti ^ I 1 

lim —J -— = lim 


1 


(» 2 + !) = j 


oo n 3 + 1 


= 1 (numero) 


37. ¿2 


entonces la serie dada es divergente. 
ni 


(2 n + 1 )' 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 

V «n+1 («+!)! 2" + l f 2" + l 

lim - = lim -—n- 7 *-;— = lim (n + 1) -—n - 7 

n —*oo d n n^rOG 2 n +l -(-1 77 ,! n—>oo 2 n_ *"^ + 1 


(n +1) 2 ra+1 + 2 n+1 

= lim —---—-- = lim —-— 

n—too 2 2 n ~^l -(- 1 n— too 2 

= oo (1 ^ 0) = oo > 1 


1 + 


1 


2 n +í + i 


38. 


entonces la serie es divergente. 

(2n)! 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 

,. a n +1 ((n ' 1 ' n2 

lim - = lim 


( 7 ,,, 


„ ® • M! = ^ _ÍÜ±ÍL_= I < i 

OO (2n + 2)! (n!) 2 n—too (2n + 1) (2 n + 2) 4 


39. 10 


entonces la serie es convergente. 

10-12 10-12-14 10-12-14.(8 + 2n) 


1-4 1-4-7 1-4-7 .(8 + 2n) 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


lim 


1 


= lim 


10-12-14.(8 + 2n) (10 + 2n) 1-4-7.(3n - 2) 


1-4-7.(2n - 2) (3n + 1) 10 • 12 • 14 • 


(8 + 2n) 


10 - 


, 2 n 2 

= lnn - = - < 1 

oo 3n + 1 3 


entonces, la serie es convergente. 

_ 2 2-5-8 2-5-8-11-14.(6ra - 7) (6n - 4) 

1 1-5-9 1-5-9-13-17.(8n- 11) (8n - 7) 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


a n+l _ 2 • 5 • 8.(6n - 7) (6n - 4) (6n - 1) (6n - 2) 

n —>oo a n n^oo 1-5-9.(8n — 11) (8 n — 7) (8n — 3) (8n + 1) 

1- 5-9-13.(8n-ll)(8n-7) 

2- 5-8-11 .(6n — 7) (6?r - 4) 

(6n — 1) (6n + 2) 36 

oo (8n — 3) (8 n + 1) 64 
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entonces, la serie es convergente. 


^ 1 1-4 1-4-9 1-4-9. n 2 

41. 1 -4“-4- • • • +-— 4~ * * 

1-5 1-5-9 1-5-9 .(4n - 3) 

Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


lim 


«n+l 


= lim 


1-4-9 .n 2 (n + l) 2 

'¿o 1 • 5 • 9.(4n - 3) (4n 4-1) 

2 


1-5-9 


i- ( n + l) i 

= lim -h-7 t = oo > 1 


n —>oo (4 n + 1) 

entonces, la serie es divergente. 
3A7 


42. ^ 


(4n - 3) 


1-4-9- 


(2 n — 1) (5 \fñ — 1) 

Solución. Como el término general de la serie esta formada solamente por 
polinomios y raíces de polinomios, comparamos la serie dada con la serie 

divergente E —: 


lim = lim 


l 

n 


^(2 „-l)T^-l) = IS ( " U "” r0) 


43. E 


entonces, la serie dada, es divergente. 
2 4- sin n 


Solución. Comparando con la serie convergente E tenemos que 


n* 


2 4- sin n 2 


es decir 

O'n Ci bn 

entonces la serie dada es convergente, (ver criterio de Comparación Pág. 

##)- 

2 1 

Nota. La serie E ~o = 2 E —^ es convergente porque es una serie de p 
n ¿ n- 

de Riemann con p = 2 > 1. 


«. (¡i + 


1-4 

3A3 


1-4-7 

3-6-9 


+ 


1-4-7- 


(3n - 2) 


3-6-9- 


Solución. Aplicando el criterio del Cociente tenemos 

^n+1 


(3n) 


lim 


’l • 4 • 7 • • • ■ 

• (3n — 2) (3n4-l)' 

2 

3-6-9 

3-6-9- • 

• • • (3n) (3n 4- 3) 


1-4-7-- 


= lim 

n —>oo 


(3n + l) 2 3 2 1 

= lim -72 = 32 = 1 


(3n - 2) 


n ^°° (3 n 4- 3) 
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el criterio falla. 

Aplicando el criterio de Raabe tenemos 


lim n 

n—> oo 



lim n 

n—> oo 


(3 n + l) 2 
(3 n + 3) 2 


n(12n + 8) 12 

lim —--= — 

n —9 n 2 + 18 n + 9 9 


entonces, la serie es convergente. 


45. 


/l\ 2 /1 • 3\ 2 /l • 3 • 5\ 2 ri-3-5.(2n — 1) 

( 2 ) + ( 2 T 4 J + (^2 • 4 • 6 J + "' + [ 2-4-6 .(2 n) 

Solución. Aplicando el criterio del Cociente tenemos 



lim ^ 


1 • 3 • 5 • • •' 

■ • (2n — 1) (2n+ 1)‘ 

2 

2 • 4 • 6 • • 

•••(2 n) 

2 • 4 • 6 • • 

• • • (2n) (2 n + 2) 


1 • 3 • 5 • • • ■ 

• (2n- 1)_ 


lim f^L+lV 
n —>00 y 2 n + 2 J 



por lo que el criterio falla. 

Aplicando el criterio de Raabe tenemos 


lim n 

n—> oo 



lim n 

n —>00 


1 


/ 2n + 1 
y 2n + 2 



.. n(4n + 3) 4 

lim - = — 

n—> oo 4n 2 + 8n + 4 4 


el criterio falla. 

Nos queda el criterio de Gauss. Para aplicar este criterio debemos dividir 

®n+l i 

-y expresarlo como 


&n+l L ^ C n 

a n n n 2 


procediendo tenemos 

o-n +1 _ / 2n + 1 \ 

a n \ 2n + 2 ) 


4 n 2 + 4n + 1 ^ 1 

4n 2 + 8n + 4 n 



4 n 2 + 8n + 4 


dividiendo como polinomio 


1 

— 1 H— 
n 


n 


5+ - 
n 


4 n 2 + 8n + 4 


\ 


de donde 


L = 1 
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n 2 5 + - 

V n 

4 n 2 + 8n + 4 


como 


j 5 

lim c n = lim —-—— = lim —-- = - (numero) 

n —>-oo n —>oo 4 n 2 + 8n + 4 n^oo 4 n 2 + 8n + 4n 4 

entonces la serie diverge, por ser L < 1. 

46. Hallar la suma de la serie 

, 111 1 

1 + — H—7d”od-'" + —-h • • • 

2 4 8 2 n 

Solución. Esta es una serie geométrica de razón r = —, entonces su suma 
es 

S= -I— = — -r =2 


1 —r 


‘4 


SERIES DE POTENCIAS 

47. Determinar el intervalo de convergencia de la serie, estudiar los extremos 


X X X 

1+ 2 + T + ‘" + F 


( 1 ) 


Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


lim 


a-n+l 


(l n 


= lim 


c n+i 2 n 


2 n + 1 x r 


= lim 


= M<! 
2 


de donde |x| < 2, o — 2 < x < 2. 

En los extremos tenemos: Si x = 2, la serie dada (1) se reduce a 




que es divergente. 

Si x = —2, la serie dada se reduce a 

1 — 1-El — 1H-h (—1)” H- 

que es oscilante y, por tanto divergente. 

Entonces el intervalo de convergencia es —2 < x <2. 

48. Determinar el intervalo de convergencia de la serie, estudiar los extremos 

^ (- I )"- 1 ® 2 "" 1 


2n — 1 
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Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


lim -JE 

n—>oo a n 


= lim 


c 2n+1 2n - 11 


= lim 


I 2n — 1 


OO 2n + 2 x 2n+1 n—> oo 2jTI H - 2 


x ¿ \ = \x ¿ \<l 


de donde \x\ < 1 ó — Ix < 1. 

En los extremos tenemos: Si x = — 1, la serie se reduce a 


£(-D 


-i (-D 


-*-> _ y^ 1 

2n — 1 ^ 2 n — 1 


comparándola con la serie divergente V' — tenemos 

n 


lim ¡—— = lim —-- = — (numero) (1) 

n—> oo 1 n —>oo 271 — 12 


entonces la serie diverge en x = — 1. 
Si a: = 1, la serie se reduce a 


^ 2n — 1 

Procediendo como en (1) se ve ciue esta serie no converge absolutamente. 
Pero como 

-—— < -- (es decir a n +i < a n ) 

2n+ 1 2n — 1 

y 

lim -= 0 (es decir, lim a n = 0) 

n —»oo 2n - 1 7 

Entonces converge condicionalmente en x = 1. 

Por tanto, el intervalo de convergencia es — 1 < x < 1. 

49. Determinar el intervalo de convergencia de la serie, estudiar los extremos 

( x — 1 )" 


Solución. Aplicando el criterio del cociente tenemos 


= lim 


(*-l) r 


n^oo | a n | oo y/TI + 1 {x — 1) 


= lim 


+ °° \y/n + 1 


(x — 1) = \x — 1| < 1 


de donde — 1 < x — 1 < 1 ó 0 < x < 2. En los extremos tenemos: 
Si x = 0, la serie se reduce a 
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Esta serie no es absolutamente convergente (pues, como es sabido, la serie 
de valores absolutos ~ es divergente). Pero como 


1 


y/n +1 sjñ 


< -|= (es decir, a n+1 < a n ) 


lim —— = 0 (es decir, lim a n=0 \ 

n —»oo sj fi n—> oo ' 

La serie es condicionalmente convergente en x = 0. 

Si x = 2. la serie se reduce a 


E 


i 


que, como es sabido, es divergente. Por tanto, el intervalo de convergencia 
es 0 < x < 2. 


50. Desarrollar 


1 


en potencias de x y determinar su intervalo de conver- 


1 — x 

gencia. 

Solución. Podríamos derivar sucesivamente la función, evaluar en x = 0 
y aplicar la fórmula del desarrollo de Taylor. En este caso es mas fácil 
dividir, de donde 


1 


1 — x 


= 1 + x + ar+arH-b x n + • • 


Aplicando el criterio del cociente determinamos su intervalo de convergen¬ 
cia: 


lim 


a n +1 


Q'r, 


= lim 


„n+l 


= \x\ < 1 


En el extremo x = 1 la serie es divergente y en x = —1 es también 
divergente (pues es oscilante). Entonces su intervalo de convergencia es 
— 1 < x < 1. 

51. Desarrollar e x en potencias de 2 y determinar su intervalo de convergencia. 
Solución. Derivando sucesivamente y evaluando en x = 0 tenemos 


/ (x) = e x , /' (x) = e x , /" (x)=e* , f"(x) = e* , 

/ ( 0 ) = 1 , /'( 0 ) = 1 , /"( 0 ) = 1 , /"'( 0 ) = 1 , 

Entonces, por la formula del desarrollo de Taylor, tenemos: 

e x = f i0 ) + f(0) X+ m^ + ^Mx a ■ /( ” )(0) - 


■ • , /<") (x) = e x 

■ ■ , f (n) ( 0 ) = 1 


2 ! 


3! 


“ 1 + * + ¥ + ¥ 


n\ 


(i) 
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Para determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencias (1) 
aplicamos el criterio del cociente: 


lim 

«n+l 

= lim 

n—»oo 

a n 

n— MOO 


n+l 


(n+1)! x r 



i 

= lim 

i x 

n—» oo 

n+l 


= 0 < 1 , 


entonces la serie (1) converge para todo x, es decir el intervalo convergencia 
es —oo < x < oo. 


52. Desarrollar lnx en potencias de x — 2 y determinar el intervalo de conver¬ 
gencia. 

Solución, derivando sucesivamente y evaluando en x = 2 tenemos: 


/ (x) = lnx , f (x) = x , /" (x) = -x 2 , /"' (x) = 2x 


-3 


/ (2) = ln 2 , /'(: 2) = \ , /"( 2) = -\ , r(2) = l ,•••, 

Entonces, por la fórmula de Taylor, tenemos 


lnx - in2+l(x-2)-l (3! ~ 2) +l (g - 2) -g (a ~ 2) 

x - ínz + ^ (x ¿ > 4 2! + 4 3! 8 4! 

= ln2 + \ ( x ~ 2) - ^ (x -2) 2 + ^ (x- 2) 3 + ... + (-1)” -1 ^ (x 


f IV (x) = — 6x 4 ,... 

/ ÍV (2) = - 


2) n (1) 


Aplicando el criterio del cociente determinamos el intervalo de convergen¬ 
cia de la serie (1): 


lim 

«n+l 

= lim 

x—*oo 

&n 

x —»oo 


( x ~ 2) 


n+l 


n2" 


(n + 1) 2 n_ t 1 (x - 2) 


= lim 


2 (n + 1) 


(x- 2) 


O < x < 4. 

53. Obtener el desarrollo de 


Solución. Como 


1 + x 


en potencias de x. 


1 


1 — x 


— \ x x x + |x| <C 1 


' 2 | 


De donde |x — 2| < 2 ó —2 < x — 2 < 2, ó O < x < 4. En el extremo 
x = O, la serie se reduce a ln2 


t i\ra-l (“2) \ ' 1 

Z^" 1 ) AA1T =ln2 '2^b que 


es divergente (como es sabido, la serie armónica — es divergente). 

2 n 

En el extremo x = 4, la serie se reduce a ln 2 + > (—1)” _ —— = 
’ y ' n2 n 

ln2 + +^ (—l) nl — que, como sabemos (ejemplo 4), es condicionalmente 
n 

convergente. Por tanto, el intervalo de convergencia de la serie (1) es 


< 1 


CO loo 
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reemplazando —x por x obtenemos: 
1 


1 - (-a:) 

1 


1+ x 


= 1 + (—a:) + (—a:) 2 + (—a:) 3 + ... + (— x) n + ..., |— x\ < 1 


= 1 — x + x 2 — x 3 + ... + (—1)" x n + ..., |— x\ < 1 


Nota. Notemos que el intervalo de convergencia de 


1 


también se 


1 x 

obtiene reemplazando —a:, en lugar de x, en el intervalo de convergencia 

a, ' 

1 — x 


54. Obtener el desarrollo dee 1 en potencias de x. 
Solución. Como 


~2 „3 „,4 

™ _ «v «í/ «b 

e =! + *+_ + _ + _ 


— + ..., \x\ < 00 
n! 


reemplazando — x 2 por x obtenemos: 


= l + (-a: 2 ) + 


(— x 2 y (—a : 2 ) 3 (—a: 2 ) 


2 ! 


+ 


3! 


+ 


4! 


+ ... + 


H 2 V 


c\ dy>U /yiO 

' = 1 + x + ¥-ñ + ü + - + ( - 1 > 

PROBLEMAS VARIOS 


n! 

, \x\ < 00 


+ ..., \-X <00 


55. Obtener el desarrollo de ln |1 + a;| en potencias de x. 
Solución. Como 


1 


= 1 — x + a: 2 — x A + ... + (—l) r 


1 + x 

entonces, integrando obtenermos 


+ ..., \x\ < 1 


„2 „3 „4 rr n+1 

ln\l + x\=x- X - + X -- X - + ... + (-l)- 1 + ..., \x\ < 1 

2 3 4 n + 1 


Nota. El desarrollo de 


1 


1+x 


se ha obtenido en el ejercicio 52. Puede 


obtenerse también directamente por división que en el extremo x = 1 la 
serie de ln \x + 1| es condicionalmente convergente. 


56. Obtener el desarrollo de ln 


1 — x 

Solución. Como el desarrollo de ln |1 + a;I es 


1+x 


en potencias de x. 


rp 2 rp 3 íyi 4 av > 5 

ln|l + a:|=a ; - y + T - T + --". (-1 < s <-1) (1) 
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entonces 


ln |1 — x\ = (—a:) — 


(-aO 2 , (-a:) 3 


{-xf 


+ ... (—1 < —x < 1) 


= — X 


X 

y 


a: u 

y 


+ ... 


(—1 > x > —1) (2) 


Por tanto, 

. , 1 + x 
ln 


1 — x 


= ln |1 + d — ln |1 — x\ 


( X 2 

z 3 

x 4 

x 5 ^ 

1 ( X 2 

a; 3 

X 4 \ 

a: —— 

H— — 

— — 

H—— 

+ \ x + 

H— — 

+ — + ... 

V 2 

3 

4 

5 > 

1 \ 2 

3 

4 J 


/-y» 2 ‘3 ™4 

i tXj tXj tv 

2| * + T + ¥ + T 


( 3 ) 


La serie es convergente en el intervalo común a los intervalos de conver¬ 
gencia de las series (1) y (2), es decir: — 1 < x < 1. 

57. Desarrollar eos 2 x en potencias de x. 

r , . . . . . . . 7 1 + eos 2x 

Solución. Por identidad trigonométrica: eos i = --- (1). Reem¬ 

plazando 2x en lugar de x en 

„2 4 6 „8 

tly iV iV i i „ 

COS 31=1- - + ..,|z|<0 

obtenemos 

o 2 o 4 96 98 

eos 2a; = 1 - ^-a; 2 + —a; 4 - ^-a: 6 + —a: 8 - ..., |aa| < 00 
Por tanto, reemplazando en (1) obtenemos: 


1 


2 6 


2 8 


COS X = - 1 + 1 — —X + —rX — ~—X + —rX — ... 


2 ! 

2 3 


4! 

2 5 


6 ! 

2 7 


8 ! 


\x\ < 0 




58. Utilizando desarrollos en serie, calcular lim - ; -. 

n —100 Sin X 

Reemplazando los respectivos desarrollos en serie y operando tenemos: 


e" — e 


lim 

n —>00 sin X 


lim 

n—> 00 


i +x +¥+ 


a: J 

y 


. X 2 X 3 

~ (1 ~ x+ y ~y + - 


2a: 


= lim 


2a; 3 

yr 


3! 

= lim 


x 

+ y" 

o y 

2+ y 


x 

7Í "* 
= 2 


n—>00 x 

X — 


3 ! 


n—» 00 X 

1 _ y 
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59. Utilizando desarrollos en serie, calcular 

r 1 


sm x 


dx 


o 


Solución. Reemplazando los respectivos desarrollos en serie y operando 
tenemos: 


f 1 sin a: , 

í 1 1 

( X 3 

z 5 

X 7 \ 

/ - dx = 

/ - 

X - r 

—— 

-r + ••• I 

/ o x 

J 0 x 

l 3! 

5! 

7! ) 


r-l / r 2 4 6 

c Lf «Ay I 

o x 1 _ ¥ + 5! _ 7! + - Ux 


+ ... 


= 1 - 


X 3 

X 5 

1 

X 7 

3 • 3! 

5-5! 

7-7! 

1 

1 

1 

3 • 3! 

5-5! 

7-7! 


= 0.946083 


Nota. Se han tomado solamente los cuatro primeros términos del desar¬ 
rollo, por tanto el error cometido es menor que el valor absoluto del quinto 
término. Es decir 


error cometido < -- 

“9-9! 


0.0000003 


8.10 EJERCICIOS PROPUESTOS 


SUCESIONES 

Escribir los primeros cuatro términos de la sucesión {a n } cuyo término n- 
ésimo está dado por 


1. a 


n 


3n — 2 
n 2 + 1 


2. CL n 

3. u n 

4. a n 

5. a n 

6. a n 


(~1 )"~ 1 n 
2 n 

2 + (—l) w 

n 2 

(2 + sin (ti7t/ 2)) eos inr 
n\ 

(: 2 x ) n ~ 1 
(2n — l) 5 ' 

(— l) n x a; 2n_1 

1 • 3 • 5 • ... • (2n — 1) 
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7. Mostrar que el n-ésimo término de la sucesión de Fibonacci está dado por 

(a™ - b n ) 


con 


a n = 


a = 2 




6 = 2 1 _ 




Determinar, en cada caso, si la sucesión {a„} dada es convergente o di¬ 
vergente, en caso de que sea convergente hallar su límite: 


8. 1, 

2’3 ’ 4’ 

9 - ¡ 

2 3 4 

’ 3’ 4’ 5 ’ ' 

10. { 

. nir 'i 

sm— |. 

ii. í 

ln n 1 


l n J 

Según la definción, mostrar que 


12. La sucesión 



converge a 1. 


13. La sucesión 


ti — 1 1 1 

--- > convergente a -. 

3 ti +11 3 


— = 1, p > 0. (Sugerencia: n p ^ n = e^ plnn ^ n ). 
ri p 


14. Demostrar que lim 

n—> ex 

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS 

Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series 


! 5 -E 

16 - E 

17 - E 

18. E 

19. E 


2 

TI {jl + 1 ) 

71+1 
n 2 (n + 2) 

n 2n 

e n ■ 

2 71 

(n + 1) (n + 2) (n + 3) 
1 

77 3 — 1 * 
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20. 

\fñ 

21 . £^. 

Z_/ 77, n +l 

22 ( n +1) ( n + 3) 
n! 


5" 

n! 

10 " 

3" +1' 


23. £ 

24. £ 

25 -E¿- 

26. X] 

27 . £ 


n| 3 


n + 1 


Vi — n 


28. £(32) 

29. £2"n 

30. V—. 

' n n 

31. £^. 

2" 

32. £ 


n 3 

n . 


n 2 + 2 


33. £ 


n + 2 


34. £ — 

35. £ 

36. £ 

37. £ 


(n + 1) vW3 
2 " 


n • 5" 

2n — 10?r 2 
(3n + 2) n 4 / 3 

4n 2 + 5n — 2 
n (n 2 + l£ 2 

1 


(Ir 
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E n! 

i r¡ñ' 


' nyfñ — \fñ 


.3 11 • n! 


E e ni 

r,ra 


ln n 

^ \Jñ' 

E ln n 

nP 


. 3 + sin (n) 

' n (1 + e _n ) 


n • sin — 
' V n 


E^r- 


2l n (ln n) 

n • ln n 


V- 

' T) • 


ln n ■ ln (ln n) 


Mostrar que la serie 


n .-2 ríP ln 9 n 


. a) Es convergente, cualquiera que 


- — ur III ll 

sea q, si p > 1; y cuando q > 1 si p = 1, b) es divergente, cualquiera que 
sea q, si p < 1; y cuando q < 1, si p = 1. 
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55. Mostrar que 


a + ar + ar 2 + ar 3 + ...+ = 


1 — r 


M < i 


56. Hallar la suma de las series a 


E OO * ^ OO 

3-, b )E , 

n— 1 z — J a=l 


i 


i 


. (n + 1) 


(Sugeren¬ 


cia: Verificar que S n = — ( 1 — — ) y tomar el límite. 

SERIES ALTERNAS 


Determinar si las siguientes series son condicional o absolutamente con¬ 
vergente. 


57. x: (-ir 1 

58. 

59. ^(-l)"” 1 

60. 

61. 

62. ^(-l)^ 1 

63. 

64. 

65 . ^(-ir 1 

66 . 


n +1 
n 

1 

2n — 1 ’ 

1 

lnn 

1 

w 

1 

n! 

1 

n 2 + 2' 

1 

(2n- l) 3 ' 

1 

\fn{n + l) 

1 

n 2 + 2' 

1 

w 


67. ^(-l)"- 1 


ln? 


68. £ 


(-l) r 


2n — 1 


■ sin 


/n 


PROBLEMAS VARIOS SOBRE SERIES 


69. Explicar: Si 5=1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + ... Entonces S = 1 — (1 — 1) — 
(1 — 1)... = 1. Y también S = (1 — 1) + (1 — 1) + (1 — 1) + ... = 0. Luego 
1 = 0 . 
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70. Sil — - + - — - + ... converge a S, demostrar que la serie reagrupada 

1 + - — - + - — - — - + - + — -- + ... = ^ S. Explicar. (Sugerencia: Tomar 

^325749 11 6 2 v & ^ 

- en la primera serie y escribirla en la forma OH-h0 —-+0H-|- ... 

2 . .246 

y sumarla luego término a término con la primera serie. En realidad se 

tiene que S = ln 2 - Ejercicio resuelto 52 -). 

SERIE DE POTENCIAS 

Determinar el intervalo de convergencia de las siguientes series, estudiar 
los extremos. 


71. x + 2x 2 + 3x 3 + 4x 4 + ... 

72. 


x 

5 


x 


73. £ 


2 • 5 2 

x n 


3 • 5 3 4 • 5 4 


+ ... 


74. 


75. 


n (n + 1) 

5>D B £■ 

E 


2 n 


(n — 1) n (n + 1) 


76. 

77. 

78. 

79. 

80. 


E 


rí (Inn)”’ 


n—2 


E 

E 


( x ~~ 2) T 

n 2 

(s~ 3 ) T 
n ■ 3" 


Desarrollar la función dada en serie de potencias y determinar el intervalo 
de convergencia. 

tan x en potencias de x. 

e x / 2 en potencias de x — 2. 


e~ — e 


81. sinhx = 

82. sin 2 x en potencias de x. 

83 

84 


en potencias de x. 


. , . r dx , 

arctanx en potencias de x (sugerencia: arctanx = / -„). 

J o 1 + x 


arcsinx en potencias de x (sugerencia: Usar la serie binómica para desar¬ 
rollar además arcsinx=f^). 


v 7 ! — ■ 
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85. Mostrar que a) xe x = ^ ^ x n . b) ^ = e. 


n 

n\ 


86. Mostrar que a) (x 2 +x)e x = ^ —jX n , b) ^ 


ni 


Vq5eyV^5e. 

' n! ' ' n! 

PROBLEMAS VARIOS SOBRE SERIES DE 


87. Utilizando desarrollos en serie, calcular 

88. Utilizando desarrollos en serie, calcular 


sin x 

lim — . 
n —>oo sinh X 


eos yjxdx 


x ' 2 dx 




= 2e. Obtener c) 

POTENCIA 


= 0.76355. 


89. Utilizando desarrollos en serie, calcular 


= 0.4940. 



